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Zusammenfassung: Eine neuartige Diskretisierung der Reissner-Mindlin-Plat-
tengleichung, die fiir den symmetrischen Momententensor Hu-Zhang-Elemente
und fiir die Schubspannungen Raviart-Thomas-Elemente einsetzt, wird vorge-
stellt. Die Konstruktion des Hu-Zhang-Elements und entsprechende Transfor-
mationsvorschriften werden diskutiert. Existenz und Eindeutigkeit werden be-
wiesen und die Robustheit anhand von Beispielen demonstriert.

1 Schubversteifung in der Reissner-Mindlin-Platte

Die Energiefunktion der linear elastischen Reissner-Mindlin-Platte [[11]] lautet
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3
I(w, @) = %/t—<symD¢, Dsym D) + kot ||[Vw — @[> dA — [ twfdA. (1)
A A

Hier wurde der Schubmodul p mit einem Korrekturfaktor k4 vorgesehen, um die infolge der
angenommenen Kinematik iiberhohte Schubsteifigkeit der Formulierung zu beriicksichtigen.
Der dazugehérige Materialtensor lautet D = (E/1 — v?)[vl ® 1 + (1 — v)J], f sind die
Volumenkrifte und die Dicke ist ¢. Die Variation von GI. beziiglich der Durchbiegung w
und Rotationen ¢ ergibt die schwache Form der WeggroBBenformulierung

3
/%(sym Dé¢p, Dsym Dep)+ksput(Vow — d¢p, Vw — ¢p) dA = /téwfdA, 2)
A A
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die im Raum Hj (A) x [Hg(A)]? wohlgestellt ist. Die lokalen Formen der Gleichgewichts-
gleichungen lauten
—ksut div(Vw — @) =t f in A (3a)
t3
T Div(DsymD¢) — ksut(Vw — ¢p) =0 in A. (3b)

Um das Problem der Schubversteifung sichtbar zu machen, wird die GI. durch ¢3 geteilt
ksp
t2

/{sym Dég, D, sym Do) +

(Véw — d¢p, Vw — ¢p) dA = /(5wgdA. )
A A

Des weiteren werden die Definitionen D, = (1/12)D und f = t?g eingefiihrt. Geht die
Dicke der Scheibe gegen Null ¢ — 0 und dadurch k. /t? gegen unendlich, so muss der Term
Vw — ¢ schneller gegen Null gehen, damit die Energie endlich bleibt. Betrachtet man die
interagierenden Felder, erkennt man, dass diese in inkompatiblen Raumen leben

Vw € VH'(A) = H(curl,A) Nker(curl) ¢ [H'(A)]* > ¢. 6))

Dank der Dichtheit von [H!(A)]? in H(curl,A) spielt das fiir unendliche Rdume keine Rol-
le. Fiir endlich-dimensionale Unterrdume ist dies aber nicht der Fall, sodass eine klassische
Lagrange’sche C°(A)-Diskretisierung zu fehlerhaften Ergebnissen fithren kann. Grund dafiir
ist die nicht ausreichend gute Approximation eines eventuell diskontinuierlichen Gradienten
der Durchbiegung Vw ¢ [C°(A)]? anhand eines kontinuierlichen Ansatzes der Rotationen

¢ € [CO(A)P.

2 Eine schubversteifungsfreie Formulierung

Das Problem der Schubversteifung kann gelost werden, indem kompatible Rdume fiir den
Gradienten der Durchbiegung Vw und fiir die Rotation ¢ verwendet werden. Dafiir wer-
den zwei neue Variablen, die Momente M = D, sym D¢ und die Schubspannungen q =
—ksp/t2(Vw — @), eingefiihrt. Die Feldgleichungen lauten nun

divgq=yg in A, (6a)
“DivM +q=0 in A, (6b)
symD¢p —AM =0 in A, (6¢)
ks )
a+ o (Vw—¢) =0 in 4, (6

wobei der Tensor A = (12/E)[(1 4+ v)J — v1 ® 1] invers zu D, ist. Die Multiplikation
mit Testfunktionen und anschlieende partielle Integration ergeben die Integralform der ge-
mischten Formulierung

/<5M, AM) + i(éq, q) + (DivdM, ¢) — (divéq)w — (éq, ¢)dA =0,

ks
A
/(5@{)7 Div M) — 6w (divq) — (6¢, q) dA = —/6wgdA. 7
A A
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Abbildung 1: Ein zweidimensionaler exakter de Rham-Komplex mit kommutierenden Inter-
polanten beziiglich der diskreten Rdume (links). Ein exakter Subkomplex des

Elastizititskomplexes mit kommutierenden Interpolanten, worin der erste diskre-
te Raum das Argyris-Element A°(A) C H?(A) ist.

Theorem 2.1 (Robustheit in t). Unter der Annahme eines kontrahierbaren Gebietes ist das
Variationsproblem in GI. im folgenden Raum wohlgestellt

{w, ¢, M,q} € X(A) = L*(A) x [L*(A)]? x {H*¥™(Div,A) x H(div,A)} . (8)

=Y(A) =Z(A)

Des weiteren gilt die Stabilititsabschaitzung ||[{w, ¢}y + |[{M,a}llz. < cllg|ly:, wobei
die Konstante ¢ = c(A,ksp) von der Dicke t unabhdingig ist. In der Abschéitzung wurde die
t-abhéngige Norm [{M,q}||%, = M7, + ||DivM — q|[f. + *[lall7. + ||ddiHL2
verwendet. Der Raum Y wird mit der natiirlichen Norm ||[{w,¢}||y = ||w|2. + ||¢]%2

ausgestattet. Mit Y' wird der duale Raum von Y definiert.

Beweis. Der Beweis erfolgt mit dem Brezzi-Theorem anhand klassischer Ungleichungen,
exakter Sequenzen von Hilbertriumen (Abb. [T) und der Konstruktion geeigneter Losungen
fiir g und M mittels der Poisson- und Elastizititsgleichungen fiir die LBB-Bedingung. [

3 Diskretisierung

Die Diskretisierung erfordert konforme Unterrdume fiir H (div,A4), L?(A) und H™ (Div,A).
Fiir die ersten zwei werden Raviart-Thomas- RT?(A) C H(div,A) und diskontinuierliche
Lagrange- DP(A) C L*(A) Elemente eingesetzt. Diese erfiillen den kommutativen de Rham-
Komplex (Abb. (links)). Das zuerst entdeckte Element fiir H%Y™ (Div, A)-Diskretisierungen
ist das sogenannte Arnold-Winther [1]] Element, wofiir es jedoch keine geschlossenen For-
meln fiir die Konstruktion der Basis und keine Transformation fiir gekriimmte Geometrien
gibt (fiir affine s. [2]]). Alternativ kann das neuere Hu-Zhang-Element

HZP(A) C HY™(Div,A) verwendet werden [6], fiir welches hier eine neue Transformation
und eine Konstruktion der Basis mit Legendre-Polynomen [11]] prasentiert wird. Auch fiir
das Hu-Zhang-Element lésst sich ein kommutativer Komplex herleiten (Abb. 1| (rechts)).

Theorem 3.1 (Diskrete Existenz und Eindeutigkeit). Das gemischte Variationsproblem in
GL (@) ist im Raum XP(A) = YP~'(A) x ZP(A) C Y(A) x Z(A) = X(A) mit den

folgenden diskreten Raumen wohlgestellt.
YPTH(A) = DEH(A) x [DEH(A)]P € L (A) x [L*(A) = Y(4), (%a)
ZP(A) = HZP(A) x RTY 1 (A) € HY™(Div,A) x H(div,A) = Z(A).  (9b)
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Abbildung 2: Vorlagetensoren auf ihren jeweiligen Polytopen im Referenzelement.

Beweis. Der Beweis erfolgt automatisch aus dem kontinuierlichen Fall anhand Fortins Kri-
terium mit der Existenz kommutierender Komplexe [4, Thm. 4.8]. O

Theorem 3.2 (Fehlerabschitzung). Unter der Annahme der folgenden Regularitdit der exak-
ten Losung w € HPTL(A), ¢ € [HP(A)]2, M € [HP(A)]**2 DivM € [HP(A)]? und
q € [HP(A))? gilt die Konvergenzrate

Hw.¢} = {w", ¢"}y + [{M.a} — {M",a"}||z, < Ch?, (10)

fiir uniforme Triangulierungen mit C' # C(t).

Beweis. Der Beweis erfolgt aus Céas Lemma und den kommutierenden Interpolanten. [

3.1 Das Hu-Zhang-Element

Das Hu-Zhang-Element ist so definiert, dass volle C”(A)-Kontinuitit bei den Eckpunkten
und normale Kontinuitét (tangential-tangential Komponenten diirfen zwischen Elementen
springen) auf den Kanten herrscht. Um eine einfache und klare Unterscheidung der Kom-
ponente und ihrer Kontinuitit beziiglich der Polytope des Elementes zu erzielen, wird die
Methode der Polytopvorlagen [9] [10] verwendet. Auf dem Referenzelement I' = {(¢,7) €
[0,1] | £ +n < 1} sind Vorlagetensoren pro Polytop definiert (Abb.

Ti=To=Ts="Tizs = {e1 @er,sym(e; ® ez),ez ® €2},
Ti2 = {ex ® ez, sym(e1 @ ez),e1 e}, (11)
Tis = {e1 @ er, —sym(e; ® e), e2 ® s},
Taz = {(e1 —e2) ® (e1 — ez),sym[(e2 —e1) @ (e1 + ez)], (€1 + e2) ® (e1 +e2)}.
Jeder dieser Sitze spannt den vollen symmetrischem Raum Sym(2). Wihrend die Sitze

fiir die Eckpunkte und die Zelle die globale kartesische Basis verwenden, werden die Sét-
ze der Kanten aus ihrer jeweiligen Tangential- und Normalvektoren konstruiert 7 = {7 ®



7,sym(T @ v),v @ v}. Um den zugrundeliegenden Polynomraum aufzuspannen, werden in
dieser Arbeit baryzentrische Koordinaten zusammen mit Legendre-

)\l(xay>:1_m_y7 A?(x?y):y7 )\B(xvy):xa (]23-)
Py =1, @) ==, P@)=@p-al'@)— (-2, (12

und integrierten Legendre-Polynomen

1
Li(zt)=x, L*xt) = §(x2 —1?),

Lzs)(l‘,t) = (2]? - 3).13 Lzs)_l(xvt) - (p - 3)t2L§_2($,t) 9 (13)
et =y (5), 1) = /l”_l(m) dr, p>2.
21

eingesetzt. Die Konstruktion der Hu-Zhang-Basisfunktionen erfolgt nun durch die Kombina-
tion der Polynombasis mit den Vorlagetensoren.

Definition 3.1 (Hu-Zhang-Legendre-Basisfunktionen). Im Folgenden werden die Basisfunk-
tionen pro Polytop definiert.
* Aufjedem Eckpunkt v; lauten die Basisfunktionen
0;; = ATy, T,€7T;, (14)
sodass drei Basisfunktionen jedem Eckpunkt zugeordnet werden.

* Auf jeder Kante e;; mit (i,5) € J = {(1,2),(1,3),(2,3)}, die mit dem Normalvektor v
ausgeriistet ist, ergeben sich fiir p > 2 die folgenden Basisfunktionen

o = LE(\is \)Tw,  Tre{TeTy|Tr#0}, (ij)ed. (15
Dementsprechend entstehen fiir jede Polynomordnung p zwei Basisfunktionen.

* Die Basisfunktionen der Zelle lauten

00k = LE(Ai Aj) T Tre{TeTy;|Tv=0}, (ij)eJT,
0h, =LA\, X3) 126 — )Ty, T, € Thas. (16)

Die erste Definition wird zwar an den Kanten konstruiert, weist aber keine Konnektivi-
tdit auf.

Die Kontinuitit der Konstruktion erfordert nun passende Transformationen vom Referenz-
element, um beim physikalischen Element erhalten zu bleiben. Da die Basisfunktionen g der
Eckpunkte und der Zelle mit der globalen kartesischen Tensorbasis konstruiert werden, be-
notigen sie nur eine Reparametrisierung, sodass fiir die physikalische Basisfunktionen gilt
p = id(g) = Jo = @ . Um die normale Kontinuitéit der Basisfunktionen auf den Kanten
beizubehalten, wird fiir jede Kante e;; einen Transformationstensor definiert

1
TijZW(t(EQT—i—n@u). (17)

Fiir die Abbildung der Tangential- und Normalvekoren vom Referenz auf das physikalische
Element gilt mit der Jacobi-Matrix t = J7, n = (cof J)v und || 7| = ||v|.

D _ . D T
Pij = Tijo;;, Ty,



4 Numerische Beispiele

In den nachfolgenden Beispielen werden die relativen Fehler in der L?-Norm gemessen

1) = ()™l z2/|I(-)|| 2. Dabei ist (-) ein MaB fiir entweder die exakte oder eine verbesserte
Losung und ()" reprisentiert die FE-Losung. Die Elemente wurden in NGSolv [8] imple-
mentiert und sind 6ffentlich Verﬁigbaﬂ

4.1 Schubversteifung

Auf einem festgehaltenen rechteckigen Gebiet A = [0,1]? mit der Belastung

200E

1—v2

[fo(w) fr(@)2fo(y)? + fo(z) f1(y)] (18)
+ fo(z) fr(y)[2fo(x)* + foy) fr(2)]],

g(wyy) =

lautet die exakte Losung

W) = 5 Uo@) h(0)") = 575 @ H@AG) + h@ A,
o — 100 [ o) 12(2)
) =100 [ o) o)) 1

woraus man die Momente M (z,y) = Dy sym D;;VS und Schubspannungen q(z,y) =
— (ksp/t2)(Vw — ¢) herleitet. Die Priisentation der Gleichung basiert auf den folgenden
Hilfsfunktionen

fola) = (@ — Do, fi(e) =5a% —5a+1, fa(a) =2a —1. (20)

Die Ergebnisse der Konvergenz mit den Materialkonstanten £ = 1[MN/m?], v = 0.3
und der Dicke ¢t = 1075 [m] auf reguléren Netzen von {2!,23 ... 211} -kubischen Elemen-
ten werden in Abb. {] dargestellt. Es wird zwischen der hier vorgestellten neuen Formulie-
rung ,, Four-Field Symmetric Reissner-Mindlin (FFSRM)”, dem ,, Tangential Displacements
Normal-Normal Stresses (TDNNS)” [[1], dem ,,Mixed Interpolation of Tensorial Components
(MITC)” [3] und der primalen Formulierung (PRM) verglichen. Die Schubversteifung der
PRM-Formulierung wird durch die suboptimale Konvergenz in {w,¢,M} und die Diver-
genz in q sichtbar. Die daraus resultierende schlechte Abschitzung der Momente wird in
Abb. 4| unten rechts illustriert. Interessanterweise leidet die MITC-Formulierung unter sub-
optimaler Konvergenz in q. Dagegen sind die FFSRM- und TDNNS-Methoden robust und
konvergieren optimal, sodass Schubversteifung vermieden wird. Die hohe Genauigkeit in der
Approximation der Momente erkennt man in Abb. @] oben rechts.

'www.ngsolve.org

Zhttps://github.com/Askys/NGSolve_HuZhang_Element
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Abbildung 4: Relativer Fehler des kubischen Ansatzes fiir t = 107° [m], und Norm der Mo-
mente ||M|| fir die PRM- und FFSRM-Formulierungen auf einem Netz von 32
Elementen.

4.2 Singularitit und hp-Adaptivitit

In diesem Beispiel wird ein festgehaltenes und gekriimmtes, L-férmiges Gebiet A = {(z,y) €
[—1,1)% | 22 +y? < 1}\(0,1)? betrachtet. Die Materialkonstanten lauten E = 240 [MN/m?],
v = 0.3 und die Dicke ist t = 1073 [m]. Die Last g(x,y) = —1000 ist konstant im Gebiet.
Der Geometrie zur Folge entsteht am inneren Eckpunkt eine Singularitit der Momente. Um
den daraus stammenden Fehler zu minimieren wird eine adaptive h-Verfeinerung ausgefiihrt,
deren optimale Konvergenz in Abb. [5| mit der Suboptimalen einer uniformen Verfeinerung
verglichen wird. Der Fehler in den Momenten wird mittels der Glattung ||IT) M b M|
/T8 M "|| 1> abschitzt [3]. Offensichtlich erlaubt die hier prisentierten Konstruktion und
Transformationen eine effektive hp-Strategie auf gekriimmten Geometrien.

5 Fazit und Ausblick

Diese Arbeit stellte eine neue Formulierung der Reissner-Mindlin-Plattentheorie vor, die von
Schubversteifung frei ist. Fiir die Formulierung wurde eine Konstruktion des Hu-Zhang-
Elementes auf der Basis von Legendre-Polynomen und eine fiir gekriimmte Elemente geeig-
nete Transformation présentiert. Die optimale Konvergenz der Formulierung und die Wirk-
samkeit der Konstruktion der Elemente wurden mit zwei Beispielen demonstriert. Offen-
sichtlich liefert die neue Formulierung (FFSRM) dhnliche Genauigkeit und Robustheit wie
TDNNS und ist dabei robuster als MITC und PRM. Zukiinftig ist die Formulierung auf die
verwandte Naghdi-Schalentheorie zu erweitern.
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Abbildung 5: Darstellung der Konvergenz der Momente, und die Verteilung ihrer Norm || M ||

auf einem uniformen Netz mit 288 Elementen und einem lokal-verfeinerten Netz
mit 246 Elementen.
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