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Zusammenfassung: Theorie-basierte Neuronale Netze (NN) beziehen physika-
lisches Vorwissen in Form von Differentialgleichungen und Randbedingungen
in das Training ein und können verwendet werden, um simple ein- und zweidi-
mensionale Probleme der Statik zu lösen. Für einen Zugstab unter Eigengewicht
wird zunächst der Dehnungsverlauf berechnet. Weiterhin wird für eine Scheibe
eine analytische Fourierlösung mit der Ausgabe eines optimierten NN vergli-
chen. Zuletzt wird ein NN verwendet, um einen Riss in einer Scheibe mithilfe
viruteller Messwerte zu identifizieren.

1 Physics Informed Neural Networks

Wie sein biologisches Vorbild besteht ein künstliches neuronales Netz aus Neuronen, welche
eingehende Signale verbundener Neuronen aufnehmen und zu einem Ausgangssignal trans-
formieren. Über die Stärke der Neuronenantwort entscheidet eine stetige, nicht-lineare Akti-
vierungsfunktion, welche als Argument eine linear gewichtete Summe der Eingangssignale
einliest. Mithilfe eines Optimierungsalgorithmus können die Gewichtungen schrittweise so
angepasst werden, dass ein beliebiger Zusammenhang zwischen Eingangs- und Ausgangs-
größen angenähert wird. Die Genauigkeit dieser Näherung hängt von der Wahl der Netz-
werkstruktur und -parameter ab.
Im klassischen datengebtriebenen Ansatz werden die NN mithilfe großer Datensätze von

Eingangs-Ausgangswert-Paaren trainiert. Die zu minimierende Verlustfunktion L ist ein Maß
dafür, wie gut die Vorhersagen des NN die Trainingsdaten abbilden. Neben den häufig ver-
wendeten Varianten wie dem Feedforward NN oder Convolutional NN wurden in [1] die
Physics Informed Neural Networks (PINN) eingeführt. Diese können verwendet werden, um
Funktionen u(x) zu approximieren, welche bspw. die Lösung einer Differentialgleichung
(DGL) darstellen, und verzichten dabei gänzlich auf präparierte Trainingsdaten. Stattdessen



Abbildung 1: Physics Informed Neural Network - Approximation von mechanischen Feldgrößen
unter Berücksichtigung von Differentialgleichungen und Randbedingungen

wird für die Verlustberechnung an Kollokationspunkten pi ausgewertet, wie genau die Lö-
sung des Modells die zugrundeliegende DGL, beschrieben durch den Differentialoperator
N [u] = 0, löst. Zusätzlich können Rand- und Anfangsbedingungen (RB) an entsprechenden
Punkten p̃i berücksichtigt werden. Die Verlustfunktion lässt sich mit den mittleren quadrati-
schen Fehlern schreiben zu

Lθ = LDGL + LRB

= 1
Nc

Nc∑
i

{N [uθ(pi)]}2 + 1
Nr

Nr∑
i

{uθ(p̃i) − u(p̃i)}2
.

(1)

Nc und Nr stehen jeweils für die Anzahl an Kollokations- und Randpunkten. Der Vektor θ
beinhaltet alle trainierbaren Netzwerkparameter, welche das Modell definieren. Das Prinzip
der PINNs ist in Abb. 1 am Beispiel einer belasteten Scheibe veranschaulicht.

2 Lösung von Randwertproblemen

2.1 Zugstab unter Eigengewicht

Zunächst wird anhand eines einfachen eindimensionalen Problems die Funktionsweise der
PINNs demonstriert. Das Verschiebungsfeld eines Zugstabes soll unter Berücksichtigung der
Diffentialgleichung sowie von Randbedingungen approximiert werden. Dabei wird die Ver-
schiebung und Dehnung in Abhängigkeit der Position x formuliert. Es wurde in allen Rech-
nungen dieser Arbeit ein linear elastisches Materialverhalten angenommen. Für einen Zug-
stab der Dichte ρ, mit konstanten Werten für Querschnittfläche A und Elastizitätsmodul E,



Abbildung 2: Approximation der Verschiebungsfunktion eines Zugstabes unter Eigengewicht:
links unter Verwendung einer geringen Wichtung für die Einhaltung der Diffen-
tialgleichung (α = 0.01) und rechts mit sehr hoher Wichtung (α = 10.0)

der einer in x-Richtung wirkenden Gravitation g ausgesetzt ist gilt

u′′(x) = −ρ · g

E
= konst. (2)

Zur Lösung dieser Diffentialgleichung wurde ein Netzwerk mit der Position x als Eingang
und der Verschiebung u(x) als Ausgang definiert. Bei diesem eindimensionalen Problem ist
ein versteckter Layer ausreichend. Als Randbedingungen wurde der Stab bei x = 0 einge-
spannt und am anderen freien Ende eine Längenänderung ∆l vorgegeben

u(0) = u′(l) = 0 , u(l) = ∆l. (3)

In der Verlustfunktion für das Netzwerktraining wurden die Abweichungen von den Rand-
bedingungen und die Erfüllung der Differentialgleichung in Glg. 2 wie folgt berücksichtigt

L = (û(0))2 + (∆l − û(l))2 + (û′(0))2 + α · σ2(û′′(x)) → min, (4)

wobei der Fehler in der Differentialgleichung als Varianz der zweiten Verschiebungsablei-
tung definiert wurde, welchen an den Kollakationspunkten ausgewertet wird. Der Faktor α
ist ein Wichtungsfaktor, der die beiden Terme, Erfüllung der Randbedingungen sowie der
Differentialgleichung, in der Verlustfunktion entsprechend gegeneinander wichten kann.

Für eine vorgegebene Längenänderung ∆l = 1.0 m sowie eine Stablänge von l = 10.0 m
wurde ein Netzwerk für verschiedene Wichtungsfaktoren mit der Verlustfunktion in Glg. 4
trainiert. Dabei wurden 10 Neuronen im versteckten Layer mit Tangens hyperbolicus Akti-
vierungsfunktionen verwendet. In Abb. 2 sind der approximierte Verschiebungsverlauf sowie
die erste und zweite Ableitung dargestellt. In der Abbildung ist ersichtlich, dass bei zu gerin-
ger Wichtung der Differentialgleichung die Randbedingungen zwar eingehalten sind, die Ver-
schiebungsfunktion jedoch nicht korrekt abgebildet wird. Wird dieser Anteil höher gewichtet,
wird der mechanisch korrekte, quadratische Verlauf der Verschiebungsfunktion sehr gut re-
präsentiert. Die annähernd konstante zweite Ableitung der Approximationsfunktion û′′(x)



ergibt dabei automatisch den rechten Teil der Diffentialgleichung in Glg. 2 und kann direkt
zur Bestimmung des als konstant angenommenen Elastizitätsmoduls verwendet werden.

2.2 Scheibe unter Rechtecklast

2.2.1 Analytische Beschreibung

Im nächsen Schritt wird sich auf das einfache Beispiel einer Scheibe bezogen, ein Tragwerk
dessen Dicke in z-Rictung klein gegenüber den anderen Raumrichtungen ist und welches nur
Belastungen innerhalb der x-y-Ebene ausgesetzt ist. Der resultierende ebene Spannungszu-
stand lässt sich vollständig über die Verschiebungen u und v in x- und y-Richtung beschrei-
ben. Die Gleichgewichts- und Verträglichkeitsbedingungen für die drei am Scheibenelement
wirkenden Spannungsgrößen σx, σy und τxy = τyx lauten

∂σx

∂x
+ ∂τxy

∂y
+ X = 0, (5)

∂σy

∂y
+ ∂τxy

∂x
+ Y = 0, (6)

∂2εx

∂y2 + ∂2εy

∂x2 = ∂2γxy

∂x∂x
. (7)

X und Y sind die Volumenkräfte in x- und y-Richtung.
Es wird eine rechteckige Scheibe mit den Abmessungen 5 m x 2.5 m x 0.15 m konstruiert,
welche durch eine unstetige Randlast an der Oberkante belastet wird. Es handelt sich hierbei
um eine konstante Flächenlast von 20 kN/m2, die zwischen den Viertelspunkten angreift.
Die Scheibe ist an ihren Rändern gegen vertikale Verschiebungen gehalten.
Der sich einstellende Verlauf der Spannungsgrößen unter den gegebenen Randbedingungen
wurde zunächst mit einem Fourieransatz analytisch gelöst und anschließend in Kap. 2.2.3 mit
dem Ergebnis des PINNs aus Kap. 2.2.2 verglichen.
Für das Aufstellen einer analytischen Lösung werden Glg. 5- 7 mithilfe der Airyschen Span-
nungsfunktion in einer biharmonischen Differentialgleichung zusammengefasst [2]. Die un-
stetige Randlast wurde in einer Fourierreihe entwickelt und für jeden Reihenterm mithilfe
biharmonsicher Ansatzfunktionen eine Einzellösung berechnet, die zu einer Gesamtlösung
superponiert wurden. Mittels FEM-Software [3] wurde unter Nutzung linearer 2D-Elemente
zusäzlich eine numerische Vergleichslösung erstellt, welche in Abb. 3 zusammen mit den
Randbedingungen dargestellt ist.

2.2.2 PINN Lösung

Es wurde ein PINN zur Lösung der Scheibengleichung mit den in Kap. 2.2.1 definierten
Randbedingungen konstruiert. Statt die Airyfunktion als Hilfsmittel zu verwenden, können
direkt die Verschiebungskomponenten u und v durch zwei separate neuronale Netzwerke mo-
delliert werden. Alle Netzwerke verwenden eine Tangens hyperbolicus Aktiverungsfunktion
und wurden zunächst mit ADAM, einem weiterentwickelten Gradientenabstiegsverfahren [4]



Abbildung 3: FEM Lösung der Scheibengleichung für die Spannungskomponente σy einer mit-
tels Schub eingespannten Scheibe mit Rechtecklast auf einem Gitter von 501 x 251
Knoten. Die Isolinienwerte betragen [-19,-15,-10,-5,-1] kN/m2

und anschließend mit einem Quasi-Newton Verfahren, dem Broyden–Fletcher–Goldfarb– 
Shanno (BFGS) Algorithmus [5], optimiert. Zum Erstellen und Trainieren der PINNs wird 
das Ten-sorflow Framework [6] und die Keras Bibliothek [7] verwendet.
Für den Operator N (u,v) der Glg. 1 wurden die Gleichgewichtsbedingungen 5 und 6 
durch Einsetzen des linearen Elastizitätsgesetzes über die Verschiebungsgrößen u und v 
ausge-drückt. Die Volumenkräfte X und Y wurden zu Null angenommen

N1(u,v) = E

1 − µ2

(
∂2u

∂x2 + µ
∂2v

∂x∂y

)
+ E

2(1 + µ)

(
∂2u

∂y2 + ∂2v

∂x∂y

)
= 0, (8)

N2(u,v) = E

1 − µ2

(
∂2v

∂y2 + µ
∂2u

∂x∂y

)
+ E

2(1 + µ)

(
∂2v

∂x2 + ∂2u

∂x∂y

)
= 0. (9)

Die zwei Anteile N1 und N2 gehen separat quadriert in die Verlustfunktion ein. Alle Span-
nungsgrößen lassen sich mithilfe des Materialgesetzes aus den Ableitungen der Verschiebun-
gen berechnen. Es wurde untersucht, wie sich die Gewichtung der Verlustterme, die Dichte
der Kollokationspunkte und die Netzwerkstruktur auf die Lösunggenauigkeit des PINNs aus-
wirken. Zur Bewertung dient die Wurzel des mittleren quadratischen Fehlers (RMSE) gegen-
über der FEM Lösung aus Kap. 2.2.1 für σy .
Die Bedeutung der geeigneten Gewichtung in der Verlustfunktion wurde bereits in Kap. 2.1
demonstriert. Für die Scheibe ergibt sich ein Optimum bei einem Faktor für den Verlustterm
der Randbedingungen von α = 3.0. Für zu kleine Werte konnte der unstetige Lastverlauf
nicht abgebildet werden. Für zu große Werte wird die Lösung innerhalb der Scheibe zuneh-
mend unphysikalisch.
Die Anordnung der Kollokationspunkte erfolgte in beiden Raumrichtungen mit einer kon-
stanten Anzahl an Punkten pro Meter (ppm). Die Punktdichte wirkte sich auf die darstell-
baren Details aus. Höhere Punktdichten führen allgemein zu geringeren Fehlern und einer
stabilieren Konvergenz der Optimierung. Zuverlässige Ergebnisse waren ab einer Dichte von
etwa 7 ppm zu erkennen.
Auch die Anzahl der Neuronen entscheidet darüber, welches Maß an Detail das NN darstellen
kann. In [8] wird für ein PINN eine Mindestanzahl von drei versteckten Layern mit jeweils



Abbildung 4: Vergleich der Lösungen für σy der gelagerten Scheibe berechnet mit analytischem
Fourierreihenansatz aus 50 Reihentermen und PINN mit zwei verstecken Layern à
40 Neuronen.
Oben Absolutwerte am oberen Scheibenrand zusammen mit angesetzter Last.
Unten: RMSE zur FEM Referenz. Auf der linke Hälfte die Fourier- auf der rechten
Hälfte die PINN Lösung.

128 Neuronen empfohlen. Die Ergebnisse dieser Parameterstudie ergeben jedoch keine deut-
lichen Verbesserungen für Netzwerke mit mehr als zwei versteckten Layern à 20 Neuronen.

2.2.3 Methodenvergleich

Für σy werden die Ausgabe des PINNs und eine Fourierlösung mit 50 Reihentermen ge-
genübergestellt. Das PINN mit dem niedrigste RMSE ergibt sich für eine Verlustwichtung
von α = 3, einer Punktdichte von 7 ppm und ein Netzwerk mit zwei versteckten Layern à 40
Neuronen. Das obere Diagramm in Abb. 4 vergleicht die beiden Lösungen von σy(x,y = 2.5)
mit der angesetzten Randlast. Die Anzahl der Fourierterme wurde so gewählt, dass die halbe
Wellenlänge des letzten Terms einem Gitterabstand von 10 ppm entspricht. Für beide Metho-
den zeigt sich nahe der Unstetigkeit eine Oszillation um den realen Verlauf. Diese klingt in



der PINN Lösung schnell nach außen hin ab, während sie sich in der Fourierlösung über die
gesammte Breite deutlich fortsetzt.
In der unteren Darstellung von Abb. 5 wird ersichtlich, dass die PINN Lösung in der restli-
chen Scheibe deutlich größere Abweichungen aufweist. Der RMSE beläuft sich auf 1 · 10−1

und ist am größten im Bereich der Unstetigkeitsstelle der Last sowie teilweise am linken
und rechten Rand. Die Fourierlösung liefert eine deutlich gerinere RMS Abweichung von
1.3 · 10−2, die sich auf den oberen Rand der Scheibe konzentriert und auf einer Höhe von
etwa 20 cm stark abnimmt.

3 Parameteridentifikation

3.1 Inverse Probleme

Die bisherigen Beispiele als auch ein Großteil der Veröffentlichungen zu PINNs befassen
sich mit der Lösung von Vorwärtsproblemen, d.h. zu gegebenen Randbedingungen ist die re-
sultierende Strukturantwort gesucht. Bei inversen Problemen wird hingegen von der System-
reaktionen auf unbekannte Systemeigenschaften wie etwa Materialparameter geschlossen.
PINNs sind ein flexibles Werkzeug zur Lösung inverser Probleme. Daten über bekannte Sys-
temreaktionen werden in einem zusätzlichen Verlustterm LDaten berücksichtigt. Unbekannte
Parameterfelder können der Ausgabe des NNs hinzugefügt werden und geben nach erfolg-
reichem Training Lösungen, die mit den gegebenen Randbedingungen und Systemreaktionen
verträglich sind.
In [9] wurde bereits der E-Modul und die Poissonzahl eines homogenen Stabes und einer
Platte aus Verformungsdaten bestimmt. Im Folgenden wird eine PINN hingegen auf eine in-
homogene Scheibe angewendet, um eine simulierte Schädigung zu identifizieren.

3.2 Scheibe mit Riss

Durch eine lokale Absenkung der Steifigkeit wird eine Schädigung in die belastete Schei-
be aus Kap. 2.2.1 eingebaut. Zur Schädigungsidentifikation soll aus dem Verformungsbild
der nun ortsabhängige Elastizitätsmodul E(x,y) abgeleitet werden. Die Gleichgewichtsbe-
dingungen für die Verlustfunktion müssen um zusätzliche Terme erweitert werden

N1(u,v,E) = N1(u,v) + ∂E

∂x

[
∂u/∂x + µ∂v/∂y

1 − µ2

]
+ ∂E

∂y

[
∂u/∂y + ∂v/∂x

2(1 + µ)

]
(10)

N2(u,v,E) = N2(u,v) + ∂E

∂y

[
∂v/∂y + µ∂u/∂x

1 − µ2

]
+ ∂E

∂x

[
∂u/∂y + ∂v/∂x

2(1 + µ)

]
.

(11)

Bei identischen Lagerbedingungen wird statt einer Rechtecklast eine kostante Flächenlast
von 20 kN/m2 an der Oberkante aufgebracht. In der ursprünglich homogenen Scheibe mit
einem E-Modul von 1 N/m2 wird in einem in der Mitte der Unterkante anliegenden 4 cm
breiten und 75 cm hohen Streifen der E-Modul auf 10 % des Ursprungswertes gesetzt, um



Abbildung 5: Mittels PINN identifizierter E-Modul der geschädigten Scheibe.
Oben: Virtuelle Messdaten wurden mit einer Dichte von 4 ppm eingelesen. Im um-
rahmten Bereich wurde eine Schädigung festgestellt.
Unten: Ergebnis nach Erhöhung der Messpunktdichte auf 20 ppm im Schädi-
gungsbereich. Der rote Rahmen stellt den wahren Ort der eingebrachten Schädi-
gung dar. Zwischen den Halbwertspunkten des Abfalls in x-Richtung liegen etwa
10 cm. Der mittlere E-Modul innerhalb des Rissbereichs beträgt 9.4 % der unge-
schädigten Scheibe.

einen rissähnlichen Schaden zu modellieren. Das resultierende Verschiebungsfeld der Schei-
be wurde mit einem FE-Modell berechnet und dient zur Generierung virtueller Messwerte,
die zur Berechnung des Verlustterms LDaten herangezogen wurden. Die Messdaten wurden
zunächst auf einem Gitter konstanter Auflösung eingelesen. In der oberen Grafik von Abb. 5
ist der identifizerte E-Modul der gesamten Scheibe für eine Gitterdichte von 4 ppm darge-
stellt.
Der Ort des Schadens konnte zunächst auf den rot umrahmten Bereich eingegrenzt werden,
in welchem nun die Dichte der Messpunkte auf 20 ppm erhöht wurde. Die neuen Messwer-
te wurden LDaten hinzugefügt. Der damit identifizierte E-Modul ist in der unteren Grafik
von Abb. 5 im Bereich des Risses dargestellt. Zum Vergleich ist in rot der Rand des wah-
ren Schadens markiert. Werden die Halbwertsbreiten der E-Modul-Absenkung als Maß für
die Rissbreite herangezogen, hat sich diese durch Verdichtung der Messwertpunkte von etwa



40 cm auf 10 cm verringert. Obwohl die Punktdichte in y-Richtung erhöht wurde, ist in bei-
den E-Modul-Identifikationen das obere Ende des Risses unscharf. Der Grad der Schädigung
weicht punktweise z.T. stark ab, der gebildete Mittelwert über den Rissbereich kommt jedoch
mit einem Abfall von 9.4 % den angesetzten 10 % bereits sehr nahe.

4 Fazit

Es wurde demonstriert, dass PINNs für einfache ein- und zweidimensionale Problemstel-
lungen in der Baustatik verlässliche Resultate erbringen. Für eine Scheibe mit unstetiger
Randlast weiste die PINN Lösung im Vergleich zu einer analytischen Fourierlösung grö-
ßere mittlere Fehler auf. Allerdings lassen sich PINNs ohne Mehraufwand auf komplexere
Geometrien übertragen und bieten dort eine robuste Alternative zu fehlenden analytischen
Lösungen. Außerdem kann die Genauigkeit der Lösungen weiter verbessert werden etwa
durch eine automatisierte Anpassung der Kollokationspunktverteilung, als auch der Verlust-
termgewichtung zwischen den Trainingsschritten. Weiterhin konnte erfolgreich eine rissar-
tige Schädigung in der Scheibe identifiziert werden, ohne dass deren Ort dem PINN vorher
bekannt war. Hierzu musste schrittweise die Dichte der eingepflegten Messdaten im Schädi-
gungsbereich verfeinert werden. Diese Fähigkeit bietet großes Potenzial für die Anwendung
im Bereich des Monitorings.
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