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Zusammenfassung: Axiale Normalspannungen von Stahlbetonstützen zufolge
Temperatureinwirkung werden mithilfe eines ingenieurmechanischen Modells
bestimmt. Das von der Temperatureinwirkung erzeugte und räumlich nichtli-
neare thermische Eigenverzerrungsfeld wird in vier Anteile zerlegt: die Eigen-
dehnung und die beiden Eigenverkrümmungen der Stabachse sowie die Eigen-
verwölbung der Querschnitte. Letzterer Anteil ist gemäß der Annahme vom
Ebenbleiben der Querschnitte verhindert, während sich die anderen Anteile auf
Strukturniveau je nach Lagerung entweder frei ausbilden können oder be- bzw.
verhindert sind. Der Einfluss der Lagerung auf die Stabachsendehnung und die
Spannungsverteilung wird im Zuge der Strukturanalyse einer Stahlbetonstütze
analysiert. Dabei wird gezeigt, dass in Stützen mit freier Stabachsendehnung
unter Brandbelastung nennenswerte Zugspannungen hervorgerufen werden, und
dass Stützen mit verhinderter Stabachsendehnung ausschließlich Druckspannun-
gen erfahren, die im Randbereich zu Druckversagen führen können.

1 Einleitung

Baukonstruktionen sind in der Regel variablen Umgebungstemperaturen ausgesetzt. Die-
se zeitlich variablen Einwirkungen stellen insbesondere im Lastfall Brandeinwirkung eine
Herausforderung für die Bemessung von Stahlbetonkonstruktionen dar. Ein Großteil der
Forschung in diesem Bereich konzentrierte sich auf Experimente, bei denen Temperaturen
und Verformungen unter hoher Brandbelastung gemessen wurden. Modelle beruhen meis-
tens auf der Finite-Elemente-Methode (FEM) und dienen insbesondere zur Berechnung
von Spannungs- und Dehnungsverteilungen, siehe z.B. [2]. Díaz Flores et al. [1] verwen-
deten nichtlineare 3D-FEM Simulationen zur Untersuchung spannungsinduzierter Schädi-
gung eines Stahlbetonrahmens während der ersten 30 min eines Feuertests mit modera-
ter Brandeinwirkung. Um zuverlässige Ergebnisse zu erhalten, sind eine feine Diskretisie-
rung und somit ein großer Rechenaufwand erforderlich. Sorgner et al. [8, 7] untersuchten



den selben Stahlbetonrahmen mit dem Ziel, den Rechenaufwand zu reduzieren. Dies wurde
durch eine Modellvereinfachung erreicht. Das Wärmeleitungsproblem wurde mit Hilfe ei-
ner Fourier-Reihenlösung gelöst. Das thermomechanische Problem wurde unter Anwendung
der Stabtheorie I. Ordnung behandelt. Unter Berücksichtigung von elasto-sprödem Verhalten
von Beton wurde zugspannungsinduzierte Rissbildung im Inneren von druckbeanspruchten
Stützen simuliert [7]. Der Einfluss der Lagerungsbedingungen auf die Rissbildung von zylin-
drischen Säulen unter gleichmäßiger Erwärmung der Mantelfläche wurde in [6] untersucht.

In der vorliegenden Arbeit wird analog zur Vorgangsweise in [5] das Modell auf zweiachsige
Biegung erweitert (siehe Abschnitt 2). Das räumlich nichtlineare thermische Eigenverzer-
rungsfeld wird analog zu Wang et al. [9] in einen konstanten (= Eigendehnung der Stabach-
se), zwei lineare (= Eigenkrümmungen der Stabachse), sowie einen nichtlinearen Anteil (=
Eigenverwölbung der Querschnitte) zerlegt, siehe auch [4, 3]. Normalspannungen zufolge
mechanischer und thermischer Belastung werden nach Stabtheorie I. Ordnung bestimmt. Im
Zuge der Strukturanalyse eines Rahmens, der eine Stahlbetonstütze mit Rechteckquerschnitt
beinhaltet, die einer gleichmäßigen Erwärmung der Mantelfläche ausgesetzt ist, werden die
Auswirkungen der Beschränkung der thermischen Eigendehnung der Stütze auf die axiale
Normalspannungsverteilung diskutiert (siehe Abschnitt 3). In Abschnitt 4 werden Schluss-
folgerungen gezogen.

2 Thermische Normalspannungen in Stahlbetonstäben

2.1 Thermisches Eigenverzerrungsfeld bei zweiachsiger Biegung

Betrachtet werden gerade Stahlbetonstützen. Die x-Achse folgt der Stabachse. Die y- und
z-Achsen sind Hauptträgheitsachsen mit Ursprung in den Querschnittsschwerpunkten.

Instationäre Wärmeleitung in den Querschnittsebenen führt zu räumlich nichtlinearen Tem-
peraturfeldern in den Querschnitten, T (y,z; t), und somit zu räumlich nichtlinearen Verteilun-
gen der thermischen Eigenverzerrungen εe(y,z; t). Letztere sind das Produkt aus dem linea-
ren Wärmeausdehnungskoeffizienten α(y,z) und der Temperaturdifferenz ∆T (y,z; t), relativ
zur Referenztemperatur Tr:

εe
xx = εe

yy = εe
zz = α ∆T mit ∆T = T (y,z,t) − Tr . (1)

Das axiale Verschiebungsfeld eines stabförmigen Bauteils, der zweiachsiger Biegung unter-
worfen ist, kann auf Basis der Annahme vom Ebenbleiben der Querschnitte und unter Ver-
wendung linearer Kinematik wie folgt formuliert werden:

u(x,y,z) = us(x) − ∂vs(x)
∂x

y − ∂ws(x)
∂x

z . (2)

Dabei bezeichnet us(x) die Längsverschiebung der Querschnitte und ∂vs(x)/∂x sowie
∂ws(x)/∂x deren Rotationen. Das axiale Normalverzerrungsfeld erhält man durch Einsetzen
von Gl. (2) in die Definition der Komponente εxx des linearisierten Verzerrungstensors:

εxx = ∂u

∂x
= εx + κz y + κy z , (3)



wobei εx = ∂us(x)
∂x die Stabachsendehnung und κz = − ∂2vs(x)

∂x2 bzw. κy = − ∂2ws(x)
∂x2 die

Stabachsenverkrümmungen beschreiben. Das axiale Normalspannungsfeld erhält man durch
Einsetzen von Gl. (1) und (3) in das Hooke’sche Gesetz für den einaxialen Spannungszu-
stand:

σxx = E (εxx − εe
xx) = E (εx + κz y + κy z − α ∆T ) , (4)

wobei E = E(y,z) die Verteilung des Elastizitätsmoduls in den Querschnittsebenen des
Stahlbetonstabes beschreibt. Einsetzen von Gl. (4) in die Definition der Normalkraft, N =∫

A
σxx dA, führt zur konstitutiven Beziehung

N = EA
(
εx − εe

x

)
, (5)

wobei EA =
∫

A
E dA die Dehnsteifigkeit des Querschnitts bezeichnet, εx die Stabachsen-

dehnung und εe
x die Eigendehnung der Stabachse, die sich wie folgt ergibt:

εe
x = 1

EA

∫
A

E α ∆T dA . (6)

Einsetzen von Gl. (4) in die Definition des Biegemoments um die y-Achse, My =∫
A

σxxz dA, und um die z-Achse, Mz = −
∫

A
σxxy dA, führt zu den konstitutiven Bezie-

hungen

My = EIy

(
κy − κe

y

)
, Mz = −EIz (κz − κe

z) , (7)

wobei EIy =
∫

A
Ez2 dA bzw. EIz =

∫
A

Ey2 dA die Biegesteifigkeiten des Querschnitts
bezeichnen, κy bzw. κz die Stabachsenverkrümmungen, jeweils um die y- und die z-Achse,
sowie κe

y und κe
z die Eigenverkrümmungen der Stabachse, die sich wie folgt ergeben:

κe
y = 1

EIy

∫
A

E α ∆T z dA , κe
z = 1

EIz

∫
A

E α ∆T y dA . (8)

Für Stahlbetonquerschnitte werden die in Gl. (5) und (7) eingeführten Steifigkeiten mit Hilfe
eines äquivalenten homogenen Betonquerschnitts mit der Fläche Aeq und den Flächenträg-
heitsmomenten 2. Ordnung Ieq

y bzw. Ieq
z , unter der Annahme des Verbundes von Beton und

Stahl, ermittelt. Bezeichnet man die Elastizitätsmodul von Beton mit Ec folgen die Steifig-
keiten zu

EA = Ec Aeq , EIy = Ec Ieq
y , EIz = Ec Ieq

z . (9)

Aeq , Ieq
y und Ieq

z ergeben sich für einen rechteckigen Stahlbetonquerschnitt mit Breite b und
Höhe h, der L Bewehrungsstäbe enthält, wobei der j-te Bewehrungsstab mit den Koordinaten



yj/zj eine Fläche von Aj aufweist, zu

Aeq = b h + (nE − 1)
L∑

j=1
Aj , (10)

Ieq
y = b h3

12 + (nE − 1)
L∑

j=1

(
A2

j

4π
+ Aj z2

j

)
, (11)

Ieq
z = b3 h

12 + (nE − 1)
L∑

j=1

(
A2

j

4π
+ Aj y2

j

)
, (12)

wobei nE = Es/Ec das Verhältnis der Elastizitätsmoduln von Stahl und Beton bezeichnet.
Einsetzen von Gl. (10)-(12) in Gl. (6) und (8) liefert die Eigendehnung sowie die Eigenver-
krümmungen der Stabachse zu

εe
x = 1

Aeq

( ∫
Ac

αc ∆T dA + nE

L∑
j=1

αs ∆Tj Aj

)
, (13)

κe
y = 1

Ieq
y

( ∫
Ac

αc ∆T z dA + nE

L∑
j=1

αs ∆Tj Aj zj

)
, (14)

κe
z = 1

Ieq
z

( ∫
Ac

αc ∆T y dA + nE

L∑
j=1

αs ∆Tj Aj yj

)
, (15)

wobei αc den Wärmeausdehnungskoeffizient für Beton und αs jenen für Stahl bezeichnet.
∆Tj bezeichnet die Temperaturänderung im j-ten Bewehrungsstab.

Das räumlich nichtlineare Eigenverzerrungsfeld kann somit in einen konstanten Anteil, zwei
lineare Anteile, sowie einen nichtlinearen Anteil, zerlegt werden [9, 5]:

α(y,z) ∆T (y,z) = εe
x + κe

y z + κe
z y + εe

w(y,z) , (16)

wobei εe
w den nichtlinearen Anteil, die Eigenverwölbung des Querschnitts, bezeichnet.

2.2 Normalspannungen in thermisch beanspruchten Stahlbetonstäben

Die Normalspannungen werden durch Herausheben von εx, κy und κz aus den konstituti-
ven Beziehungen (5) und (7), und anschließendes Einsetzen der erhaltenen Ausdrücke in die
Gl. (4) ermittelt:

σxx(y,z) = N E(y,z)
EA

+ My E(y,z)
EIy

z − Mz E(y,z)
EIz

y + σe
xx(y,z) . (17)

Die Normalspannungen zufolge verhinderter Querschnittsverwölbung lauten dabei:

σe
xx(y,z) = −E(y,z)

[
α(y,z) ∆T (y,z) − εe

x − κe
y z − κe

z y
]

. (18)
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Abbildung 1: Struktur und Temperaturentwicklung auf der Mantelfläche T M (t): tatsächlicher
(schwarz) und diskretisierter (rot) Verlauf.

Für Stahlbetonquerschnitte folgen die thermomechanischen Normalspannungen im Beton,
σxx,c, und im Stahl, σxx,s, zu

σxx,c = N

Aeq
+ My

Ieq
y

z − Mz

Ieq
z

y − Ec

(
αc ∆T (y,z) − εe

x − κe
y z − κe

z y
)

, (19)

σxx,s = nE

[
N

Aeq
+ My

Ieq
y

zj − Mz

Ieq
z

yj − Ec

(
αs∆Tj − εe

x − κe
y zj − κe

zyj

)]
. (20)

3 Strukturanalyse einer thermisch beanspruchten Stütze

Eine Stahlbeton-Stütze mit Länge ℓ = 3 m und rechteckigem Querschnitt mit Breite b =
0,2 m und Höhe h = 0,3 m wird unter thermischer Beanspruchung untersucht. Es werden
Beton C40/50 und Betonstahl B550B in Rechnung gestellt, siehe Tabelle 1. Die Bewehrung

Tabelle 1: Materialeigenschaften von Beton und Stahl bei Raumtemperatur [8].

Beton Stahl

Elastizitätsmodul Ec = 33.4 GPa Es = 195 GPa
Wärmeausdehnungskoeffizient αc = 9.03 × 10−6 ◦C−1 αs = 12.2 × 10−6 ◦C−1

besteht aus 10 Stäben mit einem Durchmesser von 12 mm, siehe Abb. 1. Die Betondeckung 
beträgt 30 mm. Der Stützenfuß ist frei drehbar und unverschieblich gelagert. Der Stützenkopf 
ist mit einem Halbgelenk an einen durchlaufenden Riegel mit Biegesteifigkeit E IR =  5 × 
105 kN m2 und Länge lR = 4 m angeschlossen, siehe Abb. 1.

Die Mantelfläche der Stütze wird ausgehend von einem isothermalen Zustand bei T r = 20 ◦C 
einer einheitlichen Temperaturgeschichte T M (t) unterworfen, siehe Abb. 1. Das Temperatur-
feld in der Stütze ist die Lösung eines biaxialen Wärmeleitungsproblems [7]. Daraus ergibt



sich die in Gl. (1) beschriebene Temperaturdifferenz zu

∆T (y,z,t) = T M (t) − Tr −
NT∑
k=1

15∑
n=0

15∑
m=0

16 ∆T M
k (−1)n+m

(2n + 1) (2m + 1) π2 cos
(

(2n + 1) π

b
y

)

cos
(

(2m + 1) π

h
z

)
exp

(
− a

[(
(2n + 1) π

b

)2
+

(
(2m + 1) π

h

)2
]

⟨t − tk⟩
)

, (21)

wobei a = 0,749 mm2/s die Temperaturleitfähigkeit von Beton beschreibt. Die zeitlich va-
riable Temperaturrandbedingung wird dabei in NT Temperaturinkremente zu je 1 min diskre-
tisiert: ∆T M

k = T M (tk) − T M (tk−1) mit k = 1,2, . . . , NT und T M (t0) = Tr. Die gewin-
kelten Klammern beschreiben den Macauly-Operator: ⟨t − tk⟩ := 1/2(t − tk + |t − tk|).

Einsetzen der Temperaturdifferenz (21) in Gl. (13)-(15) und Auswerten für die beschriebene
Stütze, elf Minuten nach dem Start der Brandbelastung, liefert numerische Ergebnisse für
die Eigendehnung εe

x = 6.8448 × 10−4 und die Eigenverkrümmungen der Stabachse, κe
y =

κe
z = 0. Die Eigendehnung der Stabachse wird als einzig wirksame mechanische Einwirkung

auf das Tragwerk angesetzt, da durch diese thermische Beanspruchung keine Biegemomente
aktiviert werden: My = Mz ≡ 0.

3.1 Normalkraft in Abhängigkeit der Biegesteifigkeit des Riegels

Eigendehnungen können sich bei statisch bestimmten Strukturen frei ausbilden, während sie
bei statisch unbestimmten Strukturen zumindest behindert sind. Die Beschränkung der Ei-
gendehnung wird im untersuchen Beispiel durch einen Riegel mit Biegesteifigkeit EIR ver-
ursacht. Er wird als Wegfeder mit Steifigkeit k = 48 EIR/ℓ3

R modelliert. Die Federsteifig-
keit k verknüpft die Normalkraft N linear mit der zugehörigen Verschiebung am Knoten b,
ub: N = −k ub . Das negative Vorzeichen folgt dabei aus der Vorzeichendefinition einer
Drucknormalkraft. Unter Berücksichtigung des Federgesetzes, der Federsteifigkeit des Rie-
gels und der Länge der Stütze ℓ ergibt sich die Stabachsendehnung zu

εx = ub

ℓ
= − N ℓ3

R

48 EIR ℓ
. (22)

Die Normalkraft als Funktion der Eigendehnung der Stabachse erhält man durch Einsetzen
von Gl. (22) in Gl. (5) und Auflösen nach N :

N = − εe
x

ℓ3
R

48 EIR ℓ + 1
EA

, (23)

wobei die Normalkraft gleich (i) Null ist, wenn sich die Eigendehnung frei ausbilden kann,
d.h. wenn die Biegesteifigkeit des Riegels gleich Null ist, und gleich (ii) −εe

xEA, wenn die
Eigendehnung verhindert ist, d.h. wenn die Biegesteifigkeit des Riegels unendlich groß ist.

Für die hier untersuchte Struktur (siehe Abb. 1) liegt die Normalkraft in der Stütze elf
Minuten nach dem Start der Brandbelastung bei NS(t = 11 min) = −508.5 kN. Dieser
Wert liegt zwischen den beiden diskutieren Grenzwerten 0 kN und −εe

x(t = 11 min)EA =
−1496.8 kN.



3.2 Normalspannungen in Beton nach 11-minütiger Brandeinwirkung

Im Fall freier Stabachsendehnung bestehen die Normalspannungen im Beton (19) ausschließ-
lich aus dem Anteil zufolge verhinderter Querschnittsverwölbung. 11 min nach Beginn der
Erwärmung werden an den Querschnittsrändern Druckspannungen von maximal −46.2 MPa
und im Querschnittsinneren Zugspannungen von maximal 22.7 MPa hervorgerufen.

Im Fall verhinderter Stabachsendehnung werden im gesamten Querschnitt Druckspannungen
mit einem Maximum von −69.1 MPa an den Querschnittsrändern hervorgerufen. Im Bereich
der Stabachse ist der Querschnitt hingegen noch spannungsfrei, da die Wärmefront zum be-
trachteten Zeitpunkt noch nicht vollständig bis ins Querschnittsinnere vorgedrungen ist.

Diese Grenzfälle definieren den Bereich möglicher Normalspannungen zum Zeitpunkt t =
11 min in Abhängigkeit von der Riegel-Biegesteifigkeit EIR, siehe den grauen Bereich in
Abb. 2. Für die hier untersuchte Struktur mit bekannter Riegel-Biegesteifigkeit, betragen die
maximalen Druck- bzw. Zugspannungen −54.0 MPa bzw. 15.0 MPa, siehe die blaue Kurve
in Abb. 2. Zugspannungen in der Größenordnung wie sie in diesem linear-elastischem Modell
berechnet werden, treten in der Realität nicht auf, da der Beton beim Erreichen seiner Zug-
festigkeit reißt. Wenn die berechneten Zugspannungen nicht durch Eigengewicht oder andere
zusätzliche mechanische Lasten überdrückt sind, ist eine elasto-spröde Modellerweiterung
für die Simulation von Zugrisswachstum im Inneren der Stütze erforderlich [7, 6].

Abbildung 2: Normalspannungsprofile an den Stützenhauptachsen nach 11 minütiger Brandein-
wirkung für Riegelbiegesteifigkeiten: 0 ≤ EIR ≤ ∞.

4 Schlussfolgerungen
Die Ergebnisse zeigen, dass die Behinderung der Stabachsendehnung einer Stahlbetonstütze 
großen Einfluss auf die Spannungsverteilung im Stützenquerschnitt hat: In Stützen mit stark 
behinderter Stabachsendehnung steigen die Druckspannungen im Brandfall in Oberflächen-
nähe stark an. Dies kann zu Druckversagen bzw. Abplatzen von Beton führen. Bei Stützen 
mit schwach behinderter Stabachsendehnung kann der Beton aufgrund von Zugspannungen



im Querschnittsinneren bereits nach wenigen Minuten aufreißen. Dadurch reduziert sich der
Widerstand gegen horizontales Abscheren stark, da entlang der Rissoberflächen nur geringe
Kräfte (Rissverzahnung) übertragen werden können. Das ist vor allem für die Beurteilung
der Tragfähigkeit im Erdbebenfall von Bedeutung. Selbst wenn ein Brand frühzeitig gelöscht
werden kann, und die dem Brand ausgesetzte Oberfläche einer Stahlbetonstütze keine nen-
nenswerten Schäden aufweist, ist es dennoch möglich, dass die Stütze beschädigt ist. Risse im
Querschnittsinneren können durch eine visuelle Begutachtung der Oberfläche nicht erkannt
werden. Das kann zu einer Fehleinschätzung des Zustands und der Tragfähigkeit führen.
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