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Zusammenfassung: Die Modellierung von Aktoren unter großen Verschiebun-
gen und Rotationen stellt eine Herausforderung für die numerische Simulation
adaptiver Tragwerke dar. In diesem Beitrag wird daher ihre Modellierung mit-
hilfe nichtlinearer Zwangsbedingungen untersucht. Existierende Methoden zur
Einarbeitung der Zwangsbedingungen werden vorgestellt und mit einer neuar-
tigen Methode verglichen. Der Einsatz der nichtlinearen Zwangsbedingungen
wird am Beispiel der aufrollbaren Fußgängerbrücke Rolling Bridge in London
veranschaulicht und auf Basis der neuen Methode die notwendigen Aktoren-
kräfte für verschiedene Bewegungsstrategien analyisiert.

1 Einleitung

Adaptive Tragwerke sind in der Lage, die mechanischen Eigenschaften des Tragwerks wäh-
rend der Nutzung zu steuern. Häufig wird die Adaptivität mithilfe von Aktoren in Form von
Hubyzlindern realisiert, die eine Längenänderung zwischen zwei Punkten und damit eine Än-
derung der Geometrie des Tragwerks bewirken. Im Rechenmodell des Tragwerks muss die
Steuerung dieser Längenänderung berücksichtigt werden. Eine besondere Herausforderung
stellen dabei adaptive Tragwerke dar, bei denen die Aktoren großen Verschiebungen und Ro-
tationen unterliegen. Dies tritt bei beweglichen Tragwerken auf, bei denen die Adaptivität
das Ziel verfolgt, zwischen verschiedenen Konfigurationen des Tragwerks zu wechseln, z. B.
bei Faltbrücken oder faltbaren Dächern. Eine bisher nicht in der Literatur berücksichtigte
Methode ist die Modellierung der Aktoren mithilfe nichtlinearer Zwangsbedingungen. Die-
se Methodik wird in Abschnitt 2 erläutert und in Abschnitt 3 an einem konkreten Tragwerk
eingesetzt.



2 Methodik

2.1 Nichtlineare Zwangsbedingungen

Nichtlineare Zwangsbedingungen beschreiben nichtlineare Beziehungen zwischen den Frei-
heitsgraden eines Tragwerks, z. B. den Verschiebungen zweier Punkte i und k. Dabei handelt
es sich in der Regel um geometrische Bedingungen an die Deformation eines Tragwerks. Im
Falle eines Hubyzlinders wird der Abstand ∆ℓik zwischen dem Anfangsknoten i und dem
Endknoten k des Aktors in Abhängigkeit eines Steuerparameters τ festgeschrieben. Für den
Fall, dass der Aktor große Rotationen erfährt, muss die Zwangsbedingung nichtlinear formu-
liert werden. Die entsprechende nichtlineare Zwangsbedingung lautet

c(τ) = ∆ℓik(τ) = Lik − ℓik = ∥Xi − Xk∥ − ∥xi − xk∥ = α(τ) (1)

mit der Länge L und dem Ortsvektor X in der Referenzkonfiguration und der Länge ℓ dem
Ortsvektor X in der Momentankonfiguration sowie dem vorgegebenen Aktorenweg α.

Alternativ lassen sich Aktoren mithilfe spezieller Elementformulierungen sowohl für geo-
metrisch lineare Probleme, siehe [4], als auch geometrisch nichtlineare Probleme, siehe [5],
modellieren. Dies erfordert die Einführung zusätzlicher Freiheitsgrade.

Darüber hinaus erlauben nichtlineare Zwangsbedingungen die Modellierung einer Reihe wei-
terer Eigenschaften von Tragwerken. Beispiele hierfür sind die Kopplung von Balken-, Scha-
len- und Volumenelementen mit- und untereinander, Gelenke im Kontext großer Deformatio-
nen sowie die Berücksichtigung von starren Tragwerksbereichen.

2.2 Einarbeitung von nichtlinearen Zwangsbedingungen in der FEM

Die nichtlinearen Zwangsbedingungen müssen in der numerischen Analyse des Tragwerks
berücksichtigt werden. Im Folgenden wird daher die Einarbeitung der Zwangsbedingungen in
der Finiten-Elemente-Methode vorgestellt. Ausgangspunkt dabei ist die diskretisierte schwa-
che Form W , die von den Knotenfreiheitsgraden V des FE-Netzes abhängt. Diese Freiheits-
grade werden durch das Optimierungsproblem min W (V) bestimmt. Sind zusätzlich die nc

vielen Zwangsbedingungen c(V) zu berücksichtigen, ergibt sich hingegen ein Optimierungs-
problem mit Nebenbedingungen:

min
V

W (V) s.t. c(V) = 0 (2)

Zur Lösung des Problems (2) existieren in der Literatur mehrere Verfahren, die im Folgenden
kurz zusammengefasst werden. Eine ausgezeichnete Übersicht über die Verfahren findet sich
außerdem im Buch von Belytschko et al. [1]. Alle Verfahren überführen das Optimierungs-
problem mit Nebenbedingungen in ein modifziertes Optimierungsproblem ohne Nebenbedin-
gungen. Dies resultiert in einem nichtlinearen Gleichungssystem, das in der Regel mithilfe
des Newton-Raphson-Verfahrens gelöst wird, wobei dabei immer die folgenden Größen be-
nötigt werden

R(V) := ∂W (V)
∂V ; KT (V) := ∂R(V)

∂V ; G := ∂c
∂V ; Hi := ∂2ci

∂V2 (3)



mit dem Residuumsvektor R, der tangentialen Steifigkeitsmatrix KT , der Jacobi-Matrix der
Zwangsbedingungen G und der Hesse-Matrix der jeweiligen Zwangsbedingungen Hi.

Innerhalb aller präsentierter Verfahren lassen sich die Zwangskräfte C berechnen. Im Falle
der Modellierung des Aktors mithilfe der Zwangsbedingung (1) lassen sich die Hubkräfte
jedes Zylinders als die dazugehörigen Zwangskräfte identifizieren.

Das einfachste Verfahren ist die Penalty-Methode (PM), bei der die Zwangsbedingungen
näherungsweise erfüllt werden. Dafür wird der Penaltyfaktor β eingeführt. Das Verfahren
führt auf das folgende effektive Gleichungssystem zur Ermittlung der Inkremente ∆V:

(
KT + β

(
GT G + ciHi

))
∆V = −R

=:CPM︷ ︸︸ ︷
−βcT G (4)

Die Methode weist zwei bekannte Nachteile auf: Die Zwangsbedingungen werden nicht ex-
akt erfüllt, wobei der Fehler bei kleinen Penaltyfaktoren besonders groß ist, und bei großen
Penaltyfaktoren klein. Letztere führen jedoch zu einer schlecht konditionierten Matrix.

Ein in der mathematischen Optimierung weit verbreitetes und in vielen kommerziellen FE-
Codes implementiertes Verfahren ist die Methode der Lagrange-Multiplikatoren (LM). In der
Methode werden nc viele Lagrange-Multiplikatoren λλλ als zusätzliche Freiheitsgrade einge-
führt. Die Methode erfüllt die Zwangsbedingungen exakt. Das Verfahren führt auf das fol-
gende effektive Gleichungssystem zur Ermittlung der Inkremente ∆V:

[
KT + λiHi GT

G 0

] [
∆V
∆λλλ

]
=

−R

=:CLM︷ ︸︸ ︷
−λλλT G
−c

 (5)

Neben diesen beiden oben genannten fundamentalen Verfahren (PM und LM) existieren
zwei Mischformen dieser Verfahren. Das erste Verfahren ist die Methode der Augmented-
Lagrange-Multiplikatoren (ALM), bei der die Methode der Lagrange-Multiplikatoren mithil-
fe des Penaltyfaktors β relaxiert wird. Das Verfahren führt auf das folgende effektive Glei-
chungssystem zur Ermittlung der Inkremente ∆V:

[
KT + λiHi + β

(
GT G + ciHi

)
GT

G 0

] [
∆V
∆λλλ

]
=

−R

=:CALM︷ ︸︸ ︷
−λλλT G − βcT G

−c

 (6)

Die Methode der Augmented-Lagrange-Multiplikatoren weist die gleichen Vor- und Nach-
teile auf wie die Methode der Lagrange-Multiplikatoren. Sie verbessert jedoch die Konditio-
nierung der effektiven Matrix, wenn ein geeigneter Penaltyfaktor gewählt wird [1].

Das zweite Verfahren ist die Methode der Perturbed-Lagrange-Multiplikatoren (PLM), bei
dem die Methode der Lagrange-Multiplikatoren mithilfe des Pertubation-Faktors ϵ regulari-
siert wird. Das Verfahren führt auf das folgende effektive Gleichungssystem zur Ermittlung
der Inkremente ∆V:[

KT + λiHi GT

G −ϵ1

] [
∆V
∆λλλ

]
=

−R

=:CPLM︷ ︸︸ ︷
−λλλT G

−c + ϵλλλ

 (7)



Dieses Verfahren kann in das Penalty-Verfahren überführt werden [1] und besitzt demzufolge
die gleichen Vor- und Nachteile.

Neben den zuvor genannten Verfahren haben die Autoren eine neue Methode zur Einarbei-
tung nichtlinearer Zwangsbedingungen in Form einer Erweiterung der Master-Slave-Elimi-
nation (MS elim.) entwickelt, die ausführlich in [2] vorgestellt wird. Bei diesem Verfahren
werden nc viele Slave-Freiheitsgrade Vs aus dem System eliminiert, sodass lediglich die
Master-Freiheitsgrade Vm an einem reduzierten Gleichungssystem ermittelt werden müssen.
Dies führt auf den folgenden Gleichungssatz zur Ermittlung der Inkremente ∆V:

Kred∆Vm = −Rred

Kred = Kmod,mm − Kmod,msG−1
s Gm

Rred = Rmod,m − Kmod,msG−1
s c

Kmod,mβ = Kmβ −
nc∑

i=1
(Hmβ,i Yi) + GT

m G−T
s

nc∑
i=1

(Hsβ,i Yi) − GT
mG−T

s Ksβ

Y = G−T
s Rs

Rmod,m = Rm − GT
m G−T

s Rs

Gm = ∂c
∂Vm

Gs = ∂c
∂Vs

CMS elim. = GT G−T
s Rs

(8)

Das neue Master-Slave-Eliminierungsverfahren für nichtlineare Zwangsbedingungen erfüllt
die Zwangsbedingungen exakt und reduziert die Dimension des resultierenden Gleichungs-
systems um die Anzahl der Zwangsbedingungen nc, siehe Gleichung (8)1. Wie in [2] gezeigt
wurde, weist dieses Verfahren ein geringere Berechnungskomplexität auf als die zuvor vor-
gestellten Verfahren. Die Master-Elimination erfordert die Auswahl eines geeigneten Satzes
von Slave-Freiheitsgraden, welche jedoch ohne zusätzlichen Berechnungsaufwand identifi-
ziert werden können [3].

2.3 Steuerung zeitlich veränderlicher nichtlinearen
Zwangsbedingungen

Zeitlich veränderliche Zwangsbedingungen sind Gleichungen, die nicht nur von den Knoten-
freiheitsgraden des FE-Netzes abhängen, sondern zusätzlich von einem Steuerparameter τ .
Dieser Fall wurde bislang in der Literatur zu nichtlinearen Zwangsbedingungen in der FEM
nicht betrachtet. In diesem Beitrag soll daher das Potential dieser Art von Zwangsbedingun-
gen zur Modellierung komplexer Ingenieuraufgaben dargelegt werden. Ein Anwendungsbei-
spiel ist die oben aufgeführte Modellierung des Aktors in Gleichung (1). In diesem Beitrag
betrachten wir ausschließlich den quasi-statischen Fall, d. h. Trägheitskräfte werden vernach-
lässigt.



3 Anwendung – Rolling Bridge

3.1 Beschreibung und Modellierung

Die Rolling Bridge ist eine aufrollbare Fußgängerbrücke in London mit einer Spannweite von
12 m, einer Breite von 1,6 m und einer Geländerhöhe von 1,18 m. Sie wurde vom britischen
Architekten Thomas Heatherwick entworfen. Die Brücke besteht aus 8 trapezförmigen Seg-
menten, die auf jeder Seite durch 4 biegesteif verbundene Stahlträger ausgebildet werden.
Der Gehweg besteht aus Holzbohlen. Insgesamt wiegt die Brücke 4,5 t. Sie kann über 2 × 7
Hubyzlinder binnen 180 Sekunden ein- oder ausgerollt werden. Aufgrund der geringen Ge-
schwindigkeiten ist die Annahme der Vernachlässigung der Trägheitskräfte in Abschnitt 2.3
gerechtfertigt. In Abbildung 1 ist die Brücke während des Aufrollvorgangs zu sehen.

Für die numerische Simulation wurde unter Ausnutzung der Symmetrie die Brücke wie folgt
modelliert: Die Trapezsegmente wurden mit geometrisch exakten, linear elastischen Timo-
schenko-Balkenelementen modelliert. Die Verbindungen am Kopf der Segmente erfolgte
über zwei geometrisch exakte, linear elastische Fachwerkelemente. Die Hubzylinder wurden
mithilfe der nichtlinearen Zwangsbedingung (1) modelliert. Dafür wurde der Steuerparameter
τ eingeführt, mit dem die Größe des Aktorenwegs α kontrolliert wird.

Balken

Segment

Fachwerkstab

7. Hubzylinder

6.
5.

4.
3. 2. 1.

Abbildung 1: Reale Tragstruktur1(links) und statisches Ersatzmodell (rechts)

Während des Aufrollens wird das Tragwerk ausschließlich durch das Eigengewicht und die
Hubkräfte belastet. Man erkennt, dass die Hubkräfte der Zylinder statisch bestimmte Grö-
ßen sind. Somit lösen die Längenänderungen der Aktoren keine Zwängungen im Tragwerk
aus. Damit lassen sich die Hubkräfte für jeden Schritt des Aufrollens sehr einfach allein mit
Gleichgewichtsbetrachtungen berechnen. Für die Überprüfung einzelner Hubkräfte während
des Aufrollens wird hier das Prinzip der virtuellen Verrückungen verwendet.

Es wird darauf hingewiesen, dass alle Methoden zur Einarbeitung der Zwangsbedingungen
aus Abschnitt 2.2 zum gleichen Ergebnis führen.

1Fotograf: Loz Pycock. Lizenz: CC BY-SA 2.0 Deed (https://creativecommons.org/licenses/by-sa/2.0/deed.en)



3.2 Simulationsergebnisse

Für die Simulation des Aufrollens wurden drei Aktuationsstrategien miteinander verglichen:

1. Simultanes Ausfahren aller Zylinder
2. Sukzessives vollständiges Ausfahren jedes einzelnen Zylinders beginnend bei Nr. 7
3. Sukzessives vollständiges Ausfahren jedes einzelnen Zylinders beginnend bei Nr. 1

Die Aktorenwege werden so gesteuert, dass in allen Fällen die gewünschte Endposition der
Brücke erreicht wird. Zur Visualisierung der unterschiedlichen Strategien sind in Abbildung
2 auf der linken Seite die Hubwege α(τ) jedes der 7 Zylinder in Abhängigkeit des Steuerpa-
rameters τ dargestellt. In Abbildung 2 sind auf der rechten Seiten insgesamt 7 ausgewählte
Konfigurationen a–g der Brücke dargestellt. Es wird darauf hingewiesen, dass die Strategien
2 und 3 zu einem Durchdringen der Brücke mit sich selbst beziehungsweise dem Baugrund
führen und daher aus baupraktischer Sicht unbrauchbar sind.
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Abbildung 2: 3 unterschiedliche Aktuationsstrategien und zugehörige Konfigurationen

Für jede der drei Aktuationsstrategien wurden die Hubkräfte H jedes einzelnen Zylinders in
Abhängigkeit des Steuerparameters τ bestimmt und in Abbildung 3 dargestellt.
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Abbildung 3: Verlauf der Hubkraft über den Steuerparameter für unterschiedliche Aktuationss-
trategien



3.3 Interpretation und Diskussion

Auf Basis der Simulationsergebnisse können folgende Schlussfolgerungen gezogen werden:
Die großen Starrkörperbewegungen dominieren die Verschiebung des Tragwerks und die
elastischen Deformationen sind ihnen gegenüber verschwindend gering. Man erkennt, dass
die Größe und der Verlauf der einzelnen Hubkräfte sehr stark von der jeweils gewählten
Aktuationsstrategie abhängig sind. Zusätzlich erkennt man die starke Abhängigkeit der Hub-
kräfte vom Steuerparameter τ und somit dem Fortschritt des Aufrollprozesses. Während sich
die Hubkräfte in der Strategie 1 kontinuierlich verändern, kommt es in den Strategien 2 und
3 zu starken plötzlichen Änderungen.

Bei der Auswahl der Akuationsstrategie muss sowohl auf die baupraktische Realisierbarkeit,
als auch auf die Effizienz geachtet werden. Die Identifikation der effizientesten Aktuationss-
trategie war nicht Gegenstand der vorliegenden Untersuchung, eine entsprechende Methode
findet sich aber unter anderem in [5].

Anhand des Beispiels konnte gezeigt werden, dass zeitlich veränderliche Zwangsbedingun-
gen, die mithilfe eines Steuerparameters gesteuert werden, geeignet sind, um Aktoren von
adaptiven Tragwerken zu modellieren. Aufgrund ihrer Flexibilität eignen sie sich für die Mo-
dellierung verschiedener Aktorentypen. Die nichtlinearen Zwangsbedingungen können mit
verschiedenen Methoden in der FEM berücksichtigt werden, siehe Abschnitt 2.2, unter ande-
rem der neuartigen Erweiterung der Master-Slave-Elimination auf nichtlineare Probleme [2].
Bei der Modellierung mittels nichtlinearer Zwangsbedingungen können ebenfalls die Akto-
renkräfte berechnet werden, die zur Auslegung eines adaptiven Tragwerks wie der Rolling
Bridge benötigt werden, da alle in Abschnitt 2.2 vorgestellten Methoden die Berechnung der
Zwangskräfte ermöglichen. Bei der Anwendung dieser Methoden sind gewisse Aspekte zu
beachten, darunter die Redundanz von Zwangsbedingungen. Entsprechende Forschungser-
gebnisse werden von den Autoren aktuell zu einer Publikation zusammengetragen [3].
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