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Identifikation von Parameterstreuungen in
kalibrierten Simulationsmodellen
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Zusammenfassung: In mechanischen Simulationsmodellen sind wichtige
parametrische KenngréRen, wie Materialeigenschaften, oft nur indirekt aus
Versuchen durch Modellkalibrierung bestimmbar. Dabei wird meist das
Identifikationsproblem als Optimierungsaufgabe formuliert und durch iterative
Algorithmen geldst. Die Unschérfe bzw. Streuung sowie die Eindeutigkeit dieser
identifizierten Modellparameter infolge von Messungenauigkeiten soll in dem
Beitrag néher untersucht werden. Dabei sollen probabilistische Ansétze sowie
Intervallmodelle Anwendung finden.

1 Einleitung

Im Rahmen einer Kalibrierungsfragestellung werden hédufig die Ergebnisgroen eines
Simulationsmodells y an den Ergebnisdaten eines oder mehrerer Versuche y* angepasst
(siehe Abbildung 1). Ein gebrduchliches Vorgehen ist die Minimierung einer
Abweichungsmetrik zwischen Versuchsdaten und Simulationsergebnissen. In diesem
Beitrag sollen zusatzlich die Unschérfe bzw. Streuung sowie die Eindeutigkeit von
MaterialkenngréRen pi, welche mit Hilfe dieser Versuchsergebnissen identifiziert wurden,
néher untersucht werden. In Kapitel 2 wird zunéchst ein klassischer probabilistischer Ansatz
vorgestellt, der die Kalibrierungsaufgabe als Optimierungsfragestellung betrachtet und die
Streuungen der Parameter vereinfacht tiber einen Linearisierungsansatz analog zur Methode
Erster Ordnung der Zweiten Momente abschétzt.

Alternativ dazu wird ein Intervallansatz eingefuhrt, der die mdglichen Wertebereiche der zu
identifizierenden Parameter als Intervalle ebenfalls durch einen Optimierungsansatz
ermittelt. Mit Hilfe eines Richtungssuchverfahrens wird im Raum der zu identifizierenden
Parameter die Grenzflache des glltigen Parameterraumes mit gewinschter Diskretisierung
bestimmt. Mit diesem Ansatz I&sst sich das Zusammenwirken der einzelnen Parameter sowie
auch die Fragestellungen der Eindeutigkeit sehr gut analysieren.
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Abbildung 1: Kalibrierung eines Materialmodells: die Modellparameter werden anhand der
ModellantwortgréBen eines Simulationsmodells schrittweise an die MessgréRen angepasst

2 Probabilistischer Ansatz

Im Rahmen des Maximum-Likelihood-Ansatzes [1,2] wird von einem idealen Simulations-
modell ausgegangen und die verbleibenden Abweichungen werden als Messungenauigkeiten
angenommen und statistisch beschrieben. Im Allgemeinen wird dabei eine multi-
dimensionale Normalverteilung fur diese Messfehler definiert,
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wobei Cyy die Kovarianzmatrix der Messunsicherheit abbildet. Wenn die Likelihood-
Funktion der Modellparameter p maximiert werden soll, ergibt sich folgende Zielfunktion
flir ein Minimierungsproblem

J=(y"-y)'Cy (y" —y) — min )

Wird die Zielfunktion J in Abhéngigkeit der Modellparameter p linearisiert, kann man
folgendes Aktualisierungsschema anwenden [2]
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wobei A die lokale Sensitivitatsmatrix darstellt, welche durch die lokalen Ableitungen der
Modellantwortgréen im Bezug zu den Modellparametern gebildet wird. Setzt man nun
voraus, dass der optimale Parametervektor poy: gefunden wurde, kann die Kovarianzmatrix
dieses optimalen Parametersatzes durch folgenden Linearisierungsansatz abgeschétzt werden

Cop = (Ag;atc;;Aopt) ' (4)
Diese abgeschéatzte Kovarianzmatrix beinhaltet unter Annahme einer Normalverteilung der
identifizierten Parameter alle relevanten Informationen zu den statistischen Eigenschaften:
sowohl die Streuung der identifizierten Parameter als auch ein Zusammenhang zwischen den
identifizierten Parametern kann durch diesen Linearisierungsansatz sehr einfach abgeschéatzt
werden. In [3] wurde dieser vereinfachte Ansatz mit statistisch aufwéndigeren Verfahren,
wie das Bayes’sche Aktualisierungsverfahren gegeniibergestellt. In vielen Fragestellungen
ist der Linearisierungsansatz jedoch ausreichend genau und sehr effizient umsetzbar. Es
lassen sich mit diesem Ansatz insbesondere die Eindeutigkeit der Kalibrierungslosung als
einfache Nachlaufrechnung zur Optimierung bewerten [4]. Es bietet sich jedoch an, in einer
initialen globalen Sensitivitatsanalyse zundchst den Einfluss der zu identifizierenden
Parameter auf das Vorwartsproblem zu analysieren, und nur die Parameter in der
Minimierung der Likelihood-Funktion zu berlicksichtigen, welche einen messbaren Einfluss
auf die ErgebnisgroRen des Simulationsmodells haben [5].

In den meisten statistischen Ansétzen wird nun die genaue Kenntnis der Kovarianzmatrix Cyy
der Messpunkte vorausgesetzt. Im Gegensatz dazu sind in vielen Anwendungsféllen jedoch
nicht genligend Messreichen verfligbhar oder diese sind durch Messfehler behaftet und eine
ausreichend genaue Abschatzung der Kovarianzmatrix ist nicht méglich. Ein vereinfachter
Ansatz ist daher die Messfehler bzw. die Streuungen der Modellantworten als unabhéngig
anzunehmen und mit einer Diagonalmatrix zu arbeiten. Eine weitere Vereinfachung ware die
Messfehler fiir die betrachteten AntwortgroRen als konstant anzusetzen und damit die
Kovarianz der Modellparameter wie folgt abzuschatzen, welches der klassischen Methode
der Minimierung der kleinsten Fehlerquadrate entspricht
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Ist Oberhaupt keine Information zu den Messfehlern bekannt, kann zumindest die
Standardabweichung  vereinfacht als die  Abweichung zwischen kalibriertem
Simulationsmodell und den Messdaten angenommen werden
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3 Intervalansatz
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Abbildung 2: Kalibrierung eines Materialmodells an unscharfen Messwerten
mit gegebenen Intervalgrenzen

Anstelle von probabilistischen Messpunkten mit gegebenen Mittelwerten und einer
Kovarianzmatrix, kann man alternativ die Messpunkte auch als ein Unschérfe-Interval
betrachten. In dem klassischen Intervalansatz jedoch, z.B. in [6], werden die
Eingangsparameter eines Strukturmodells als unscharfe IntervalgréBen mit einem mittleren
wahrscheinlichsten Wert angegeben. In mehreren Optimierungsschritten werden dann die
minimal und maximal mdglichen Werte einer bestimmten Antwortgrée fur den zuléssigen
Intervalbereich der Eingangsparameter bestimmt. Im inversen Ansatz missen wir nun die
Messgroien als Intervalgréen mit einem minimalen und maximalen Wert definieren, siehe
Abbildung 2. Die Intervalle einer unbekannten MaterialkenngréfRe kénnen nun analog zu [6]
mit der a-Level Optimierung unter Beriicksichtigung der a-Level der Messpunkte bestimmt
werden, wie in Abbildung 3 dargestellt.
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Abbildung 3: Bestimmung der Intervalgrenzen der Materialparameter bei gegebenen
Intervalgrenzen der unscharfen Messpunkte

Dieses Vorgehen erlaubt allerdings nur die unabh&ngige Bestimmung der Intervalgrenzen
bzw. der a-Level fir jeden Materialparameter einzeln. Die Interaktion zwischen den



Materialparametern und deren Einfluss auf die Streuungen der Messgré3en kann nicht direkt
untersucht werden. Daher wird in diesem Beitrag ein anderes Verfahren vorgeschlagen:

1. Firden Mittelwert der Messpunkte werden die unbekannten Materialparameter z.B. mit
der bekannten Methode der kleinsten Fehlerquadrate kalibriert.

2. Die minimalen und maximalen Intervalgrenzen werden fur jeden Parameter einzeln
abgeschétzt.

3. Im Bereich der Intervalgrenzen wird eine bestimmte Anzahl an Suchrichtungen auf einer
aufgespannten Hyperkugel definiert und per Bisektion wird der DurchstofRpunkt
zwischen dem zuldssigen und unzul&ssigen Bereich ermittelt.

In Abbildung 4 ist das Richtungssuchverfahren prinzipiell dargestellt. Dieses Verfahren wird
analog zu dem aus der Zuverlassigkeitstheorie bekannten Directional Sampling durchgefiihrt,
wobei die Suchrichtungen bzw. die Startpunkte auf der Hyperkugel im Einheitsraum so
ermittelt werden, dass ihr Abstand zueinander gleichférmig angeordnet ist. Weitere Hinweise
zur Bestimmung dieser sogenannten Fekete-Punkte sind in [7] zu finden. Der Vorteil dieser
Vorgehensweise ist, dass fiir eine beliebige Anzahl an Materialparametern die Grenzflache
des Streubereiches mit maglichst gleichmé&Big verteilten Diskretisierungspunkten mit einem
sehr einfachen Suchverfahren gefunden werden kann.
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Abbildung 4: Richtungssuchverfahren zur Bestimmung der Grenzflache der méglichen
Parameter-werte in zwei Dimensionen (links) und 3D Fekete-Punkte als Ausgangspunkt der
Suche (rechts)

4 Numerisches Beispiel

In diesem Beispiel wurden die Materialparameter von unbewehrtem Beton anhand eines
Keilspaltversuches nach [8] kalibriert. Dabei wurden 6 unbekannte Materialparameter: der
Elastizitdtsmodul Emod, die Querdehnzahl nue, die Zugfestigkeit fct, die Mode-I-
Bruchenergie Gf sowie die Formparameter alpha_ft und alpha_wc des bilinearen
Entfestigungsmodells berucksichtigt. Der Versuchsaufbau sowie der verschiebungs-
gesteuerte Versuch wurden mit einer 2D Finite-Elemente-Berechnung abgebildet. Details zu
dem Simulations- und Entfestigungsmodell sind in [9] zu finden.



mm. 100

" 30 T T T
e A > Experiment e
2 ! 25 | Estimate -

20

15

100
Load F [kN]

10

5

100 0.00 0.50 1.00 1.50 2.00

100 Crack mouth opening displacement As [mm]

100 200

z z 0
| |
T T

Abbildung 4: Untersuchter Keilspaltversuch nach [8] (links), Gegeniiberstellung der
Messung und der Simulationsergebnisse mit den kalibrierten Materialparametern (rechts)

In einem ersten Schritt wurde eine globale, varianzbasierte Sensitivitatsanalyse des
Vorwartsproblems in den gegebenen Parameterbereichen analog zu [5] vorgenommen. Der
Einfluss der Querdehnzahl konnte dabei als annéhernd null quantifiziert werden, daher wurde
dieser Parameter in den weiteren Untersuchungen vernachléssigt. Alle anderen Parameter
zeigten einen signifikanten Einfluss auf eine oder mehrere Ergebnisgrofien der simulierten
Entfestigungsfunktion.

Danach wurde die Kalibrierung des Modells unter Verwendung der Summe der
Fehlerquadrate durchgefiihrt. Die optimale Simulationskurve ist in Abbildung 4 dargestellt.
Der minimale Root-Mean-Square-Error (RMSE) von 151 N, welcher etwa 0.6% der
Maximalkraft in der Last-Verschiebungskurve entspricht, wurde anschlieBend als Ansatz fiir
die Streuung der Messwerte analog Gleichung 6 angesetzt. Die nach Gleichung 5
abgeschéatzten Standardabweichungen sowie die Korrelationen der Parameter untereinander
sind in Abbildung 5 zu finden. Die Abbildung zeigt, dass der Elastizitatsmodul nur mit
hoherer Ungenauigkeit als die anderen Parameter zu identifizieren ist. In der
Korrelationsmatrix ist eine signifikante Abhéngigkeit zwischen dem identifizierten
Elastizitdtsmodul und der Zugfestigkeit erkennbar. In Abbildung 6 sind die abgeschéatzten
paarweisen Abhdngigkeiten einiger Parameter dargestellt. Mit dem probabilistischen Ansatz
wird der Zusammenhang zwischen Elastizitdtsmodul und Bruchenergie sowie zwischen
Bruchenergie und Zugfestigkeit als sehr gering abgeschatzt.

Den Ergebnissen des probabilistischen Ansatzes wurde nun der in Kapitel 3 eingefuhrte
Intervalansatz gegenubergestellt. Dazu wurde der Parameterraum des Elastizitdtsmoduls, der
Zugfestigkeit sowie der Bruchenergie mit 500 Suchrichtungen analysiert. Als
Genauigkeitsschranke diente dabei eine Toleranz der KraftgréRen von 500 N, was etwa der
3-fachen Grole des geschatzten RMSE entspricht. In Abbildung 6 sind die Ergebnisse der
Intervalsuche denen des probabilistischen Ansatzes gegenubergestellt. Dabei wird
ersichtlich, dass die ermittelten Grenzen der jeweiligen Parametersubrdume durch die
Linearisierung im probabilistischen Ansatz nur teilweise zufriedenstellend abgebildet
werden. Allerdings ist der Intervalansatz numerisch bedeutend aufwendiger und bendtigte in
der vorgestellten Berechnung etwa 2000 Modellaufrufe im Gegensatz zu 10 Aufrufen zur
Berechnung der Sensitivitatsmatrix in Gleichung 3.



Name Mean Std. Dev.

alpha_ft alpha_wc

1 Emod 417616 0.116046
2 fet 2.00271 0.0227105

G
3 Gf 2.85015 0.0236364

fct

4 alpha_ft 0.149563  0.00758867

Emod

5 alpha_wc 0.2579 0.008280441
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Abbildung 5: Abgeschétzte Streuungen (links) und Korrelationen (rechts) der
identifizierten Materialparameter unter Verwendung des probabilistischen Ansatzes
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Abbildung 6: Abgeschétzte Streuungen und Korrelationen der identifizierten
Materialparameter unter Verwendung des probabilistischen Ansatzes (links) und unter
Anwendung des Intervalansatzes fur 3 Parameter (rechts)



