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Zusammenfassung: Bei der strukturdynamischen Modellierung treten Unschär-
fen aufgrund natürlicher Schwankungen (aleatorisch) und unvollständigen Wis-
sens (epistemisch) auf. Am Beispiel eines abgespannten Mastes wird eine Me-
thodik zu deren Quantifizierung vorgestellt. Die polymorphen Unschärfen von
Eigenfrequenzen, Dämpfungswerten und Frequenzgängen erlauben Rückschlüs-
se auf die Wirksamkeit eines Schwingungsdämpfers und zeigen auf, wo vorhan-
denes Wissen vertieft werden sollte.

1 Einleitung

Im Ingenieurwesen müssen reale Strukturen oder Prozesse mathematisch oder numerisch mo-
delliert werden, um ihr Verhalten zu prognostizieren und ihre Funktion oder Sicherheit zu
bewerten. Die benötigten Informationen sind jedoch u. U. nicht vorhanden oder unpräzise,
„sondern eher ungenau, diffus, schwankend, unvollständig, fragmentarisch, vage, mehrdeu-
tig, zweifelhaft oder verbal und können einen datenbasierten, von Experten spezifizierten, ob-
jektiven oder subjektiven Hintergrund haben“ [10, übersetzt]. Die Parameter sind unscharf.

Die Modellierung von Unschärfe hängt von den verfügbaren Informationen ab und kann, in
Abhängigkeit von der Informationsquelle, als aleatorisch oder epistemisch eingestuft werden.
Aleatorische Unschärfe entsteht durch inhärente Variation oder Zufall und ist nicht reduzier-
bar. Epistemische Unschärfe ist bedingt durch fehlendes oder unvollständiges Wissen und
kann durch Erwerb zusätzlichen Wissens verringert werden.

Diese Klassifizierung ist jedoch möglicherweise nicht ausreichend, um die zahlreichen oben
zitierten Arten von Unschärfe zu modellieren. Einerseits kann ein Parameter von Natur aus
variabel sein, aber für seine mathematische Modellierung, z. B. in einer probabilistischen
Betrachtung, sind die Verteilungsparameter unbekannt. Andererseits können Parameter von



epistemischen Unschärfemodellen variable Komponenten haben. Der Begriff polymorphe
Unschärfe wurde u.a. von [7] für Situationen geprägt, in denen Unschärfen verschachtelt
oder gemischt auftreten. In diesem Zusammenhang werden die beiden obigen Beispiele als
Unvollständigkeit und Ungenauigkeit bezeichnet.

Für die vorliegende Studie wurde eine Methodik zur Quantifizierung polymorpher Unschär-
fen von mathematisch-numerischen Modellen entwickelt und im Rahmen einer Fallstudie
auf das numerische Modell eines abgespannten Mastes mit kreisförmigem Querschnitt (Abb.
1) angewendet. Diese schlanken, schwingungsanfälligen Strukturen sind in der Regel rauen
Umweltbedingungen ausgesetzt, die naturgemäß unscharf sind. Darüber hinaus wurden vie-
le dieser Bauwerke vor Jahrzehnten errichtet und haben zahlreiche strukturelle Änderungen
erfahren. Neben Materialalterung und nachlassenden Vorspannkräften sind auch die Dämp-
fungseigenschaften unbekannt, was zu erheblichen Unschärfen bei der Modellierung führt.

2 Polymorphe Unschärfe: Modellierung, Fortpflanzung und
Verarbeitung

Aleatorische Unschärfe wird in der Regel mit Hilfe der Wahrscheinlichkeitstheorie abge-
bildet. Dabei werden etablierte Konzepte wie Ereignisse, Wahrscheinlichkeiten und Zufalls-
variablen mit ihren diversen Verteilungsfunktionen verwendet. Die Beschreibung der Fort-
pflanzung aleatorischer Unschärfen erfolgt durch deterministische Funktionen oder Modelle
unter Verwendung sample-basierter Methoden. In dieser Studie wird die Quasi-Monte-Carlo-
Methode verwendet, um sogenannte low-discrepancy Sequenzen (Halton) der Eingabepara-
meter zu erzeugen. Da diese Sequenzen annähernd gleichverteilt sind, muss jede Stichprobe
vor der Anwendung eines statistischen Schätzers mit Gewichten entsprechend ihrer Vertei-
lungsfunktion gewichtet werden. Dies ermöglicht die Wiederverwendung bereits durchge-
führter Berechnungen [9], wenn sich die zugrundeliegende Verteilungsfunktion ändert.

Epistemische Unschärfe liegt in Situationen vor, in denen das verfügbare Wissen unvoll-
ständig ist, es Zweifel, Unwissen oder sogar widersprüchliche Angaben gibt. Dies macht
die Konstruktion eines kohärenten probabilistischen Modells unmöglich. In der vorliegen-
den Studie wurde die Evidenztheorie [13, 2] (engl. Evidence Theory ) zur Modellierung
epistemisch unscharfer Parameter gewählt. Das verfügbare Wissen wird modelliert, indem
(nicht-elementaren) Ereignissen „Masse“ zugewiesen wird. Diese werden als fokale Men-
gen oder, im stetigen Fall, fokale Intervalle bezeichnet und können zu Belief-, Plausibility-
und Commonality-Funktionen zusammengefasst werden. Die Fortpflanzung durch eine deter-
ministische Funktion wird typischerweise durch Intervalloptimierung [5] erreicht. Aus dem
kartesischen Produkt aller Intervalle der Eingangsgrößen bilden sich mehrere Hyperwürfel,
in denen jeweils der größte und kleinste Wert der Ausgangsgröße bestimmt wird.

Polymorphe Unschärfen entstehen häufig, wenn Parameter gemischte oder verschachtelte
aleatorische und epistemische Unschärfen aufweisen. Man unterscheidet dann Ungenauigkeit
und Unvollständigkeit. In jedem Fall ist es wünschenswert, die Trennung zwischen aleatori-
scher und epistemischer Unschärfe zu erhalten. Modellierung und Fortpflanzung folgen den
oben beschriebenen Verfahren. Die Verarbeitung von Ungenauigkeit erfordert die stochas-
tische Analyse von Zufallsvariablen in einer äußeren Schleife und die Intervalloptimierung



von fokalen Intervallen in einer inneren Schleife. Die Verarbeitung von Unvollständigkeit er-
fordert die Intervalloptimierung in einer äußeren Schleife und die stochastische Analyse in
einer inneren Schleife. In Situationen, in denen unvollständige und ungenaue Variablen ge-
mischt oder sogar verschachtelt sind, ist eine dreifache Schleife erforderlich: Intervallanalyse
(Unvollständigkeit) - stochastische Analyse (Variabilität) - Intervallanalyse (Ungenauigkeit)
- deterministische Analyse (mathematisches/numerisches Modell/Funktion).

Um diese Analysen in einer rechnerisch umsetzbaren Weise zu lösen, wurde eine Methodik
entwickelt und umgesetzt. Sie ist in [8] beschrieben und erfüllt die folgenden Anforderungen:
a) Unschärfemodellierung: epistemische, aleatorische und polymorphe Unschärfe, b) Gerin-
ge Anzahl von Auswertungen eines Modells mit mehreren Ausgangsgrößen bei gleichzeitiger
Repräsentation seines globalen und lokalen Verhaltens (Berechnungseffizienz), c) Trennung
von Fortpflanzung (Modellauswertungen) und Verarbeitung (Intervalloptimierung, statisti-
sche Schätzung) der Unschärfe, und c) Simultane Berechnung von Sensitivitätswerten.

3 Fallstudie: Unschärfen im strukturdynamischen
Verhalten eines abgespannten Mastes

Zur Demonstration der entwickelten Methodik wurde ein Beispiel aus der Strukturdynamik,
ein abgespannter Mast, gewählt (Abb. 1). Das Beispiel ist angelehnt an eine 200 m hohen
abgespannten Stahlmast. Vereinfacht wird eine Abspannung in nur Ebene angenommen. Dar-
über hinaus ist ein Schwingungsdämpfer (Tuned Mass Damper) an der Spitze des Mastes in-
stalliert. Die Belastung folgt aus Eigengewicht (statische Stabilität wird angenommen), Wind
und Vereisungen.

Die Strukturmodellierung basiert auf der Vereinfachung, Idealisierung und Linearisierung
des ansonsten komplexen und nichtlinearen Tragverhaltens abgespannter Masten, wie in [15]
beschrieben. Die äquivalente Federsteifigkeit der Pardunen keq wird aus dem Seilquerschnitt
Acbl und der Vorspannkraft Ncbl abgeleitet. Es wurde ein ellipsenförmiger Querschnitt mit
leicht voneinander abweichenden Halbmessern gewählt, um eng beieinander liegende Ei-
genfrequenzen zu berücksichtigen. Eine modale Dämpfung ζglob wird unter Verwendung der
Rayleigh-Parameter α und β auf die Eigenschwingungen 1 . . . 14 übertragen. Zusätzliche
nicht-proportionale Dämpfung wird durch den Schwingungsdämpfer eingebracht, der nach
dem in [12] beschriebenen Verfahren mit Masse mD, Steifigkeit kD und Viskosität dD aus-
gelegt ist. Initiale Strukturparameter sind in Tab. 1 aufgeführt.

Die Ausgangsgrößen des Strukturmodells sind die Eigenfrequenzen fj und Dämpfungsgra-
de ζj der j = 1 . . . 14 Eigenschwingungen (siehe Tab. 2). Weitere Ausgangsgröße ist der
in 1024 Frequenzlinien bis 5 Hz diskretisierte Betrag der Akzeleranz zwischen Mastspitze
(Anregungspunkt) und Dämpfer (Antwortpunkt). Da nichtproportionale Dämpfung vorliegt,
werden die komplexen Eigenformen und ihre konjugierten Paare bei der Bestimmung der
Frequenzgangfunktionen berücksichtigt [1].
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Abbildung 1: Vereinfachtes und linearisiertes Modell eines abgespannten Mastes mit Dämpfer
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Tabelle 1: Initiale Strukturparameter des Mastes und ihre Bestimmungsgleichungen
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fd,j[Hz] 0.172 0.173 0.189 0.190 0.341 0.360 0.671 0.674 1.390 1.395
ζj [%] 7.986 7.891 2.945 3.174 1.574 1.438 0.342 0.329 0.323 0.321

Tabelle 2: Eigenfrequenzen fd,j , Dämpfungswerte ζj und Eigenformen ϕj (ohne Unschärfe).



Die Unschärfemodellierung basiert auf unterschiedlichen Quellen, darunter statischen Be-
rechnungen und Zeichnungen einer ähnlichen Struktur, Normen und Standards, Literatur und
der Erfahrung der Autoren. Alle Eingabeparameter und die Parameter ihrer Unschärfemodel-
le sind in Tab. 3 aufgeführt.

Die Ergebnisse wurden ermittelt, indem zunächst durch Intervalloptimierung für jede der
2076 Modellausgangsgrößen separat die fokalen Intervalle aufgrund von Ungenauigkeit be-
stimmt wurden. Anschließend wurden zwei statistische Schätzer angewendet: Mittelwert
und kumulative Verteilungsfunktion. Letztere wurde für 40 Wahrscheinlichkeitsklassen P =
{[0,0.025] . . . [0.975,1]} bestimmt. Die Optimierungen der fokalen Intervalle aufgrund von
Unvollständigkeit wurden dann für jede statistische Schätzgröße separat durchgeführt. Ab-
schließend wurden die fokalen Intervalle zu Plausibilitätsfunktionen zusammengefasst.

Abbildung 2 zeigt Intervalle, die den wahren Wert der Ausgangsgröße enthalten und sollte
nicht im probabilistischen Sinn einer Wahrscheinlichkeitsdichte interpretiert werden. Die-
se Intervalle sind durch unterschiedlich starke Evidenz (Ordinate) belegt. Die Unschärfen
der mittleren Eigenfrequenzen umfassen einen relativ großen Bereich, sodass die Datenba-
sis für die Auslegung des Schwingungsdämpfers als unzureichend angesehen werden kann.

Bei der Interpretation dieses Diagramms ist zu beachten, dass die Ausgangsgröße aufgrund
der Variabilität, die hier zu einem einzigen Wert (dem Mittelwert) zusammengefasst wurde,
zu jedem beliebigen Zeitpunkt die fokalen Intervalle überschreiten kann. Es ist daher anzu-
streben, die Trennung zwischen aleatorischer und epistemischer Unschärfe in der graphischen
Darstellung beizubehalten, z.B. in Form einer empirischen kumulativen Verteilungsfunktion.
In Abb. 3 sind die Verteilungsfunktionen der Dämpfungswerte der Eigenschwingungen erster
Ordnung dargestellt, wobei die aleatorische Unschärfe (Variabilität) auf der Ordinate und die
epistemische Unschärfe (Ungenauigkeit und Unvollständigkeit) auf der Abszisse aufgetragen
sind. Es zeigt sich, dass unter bestimmten Umständen, die durch die vorhandene Unschärfe
begründet sind, eine deterministische Auslegung des Schwingungsdämpfers zu einer nicht
ausreichenden Dämpfungskapazität führen kann. Die verbleibende epistemische Unschärfe
sollte so weit wie möglich reduziert werden, indem zusätzliches Wissen über unscharfe Ein-
gangsparameter gewonnen wird.

Abbildung 4 zeigt die Plausibilitätsfunktionen der mittleren Akzeleranz, die für jede Fre-
quenzlinie separat geschätzt und zu einer einzigen grafischen Darstellung kombiniert wur-
den. Daraus kann abgeleitet werden, dass der Dämpfer die Schwingungen der Struktur in
bestimmten Parameterkonstellationen auch ausreichend reduzieren kann, obwohl er unter de-
terministischen Annahmen entworfen wurde.



Param. m Art Wert/Interv./Vert. Einheit Beschreibung / Quelle

E − Det. 2.1e11 N m−2 Elastizitätsmodul
ρ − Det. 7850 kg m−3 Massendichte
a − Det. 0.9 m Halbachse des Querschnitts
b 1.0 Ung. [0.85,0.95] m Halbachse des Querschnitts

t
0.8 Ung. [5.9e−3,6.1e−3] m Wandungstärke0.2 Var. N (6e−3,1e−4)

madd
0.8

Ung.
[20, 100] kg Zusatzmasse (Plattformen, Kabel,

Antennen, etc.) [6]0.2 [40,50]

Ncbl − Var. N (µN , 2655) N Vorspannkräfte Pardunen (Normalvert.)

µN
0.75 Det. 60000 N Aufgebrachte Vorspannkraft0.25 Unv. [40000,180000]

Acbl 1.0 Ung. [0.0007,0.0008] m2 Querschnittsfläche der Pardunen

0.2 [0.16,1.5] Globales Dämpfungsmaß: [14]
ζ 0.5 Ung. [0.75,0.92] % Glob. Dämpf.: ger. / mittl. Schwing. [12]

0.3 [0.75,1.34] Glob. Dämpf.: ger. / hohe Schwing. [12]

dD − Var. N (197.61, σdD ) N s m−1 Dämpferviskosität

σdD

0.8 Unv. [10,15] N s m−1 Temperaturabhängigkeit d. Silikonöls [11]0.2 Unv. [5,20]
mD − Det. 800 kg Dämpfermasse
kD − Det. 1025.48 N m−1 Dämpfersteifigkeit

IPr
0.3 Det. 0.077 26 -

Wahrscheinlichkeit von Vereisung [4]0.7 Unv. [0.002 74,0.211] -

Iocc − Var. B(IPr) - Auftreten von Vereisung (Bernoulli Vert.)

Im 1.0 Ung. [50Iocc,100Iocc] kg m−1 Eismasse [3]

Tabelle 3: Eingangsparameter und ihre Unschärfemodelle.
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Abbildung 2: Plausibilitätsfunktionen der mittleren Eigenfrequenzen erster Ordnung (links), ers-
ter Ordnung mit Starrkörperschwingung (Mitte) und zweiter Ordnung (rechts) in
jeweils zwei lateralen Biegerichtungen. Die Eigenschwingung erster Ordnung tritt
jeweils doppelt auf, wobei der Dämpfer phasengleich bzw. -verschoben schwingt.
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Abbildung 3: Plausibilitätsfunktion der kumulativen Verteilungsfunktion des Dämpfungsmaßes
ζ der Eigenschwingungen erster Ordnung. Für eine gegebene Wahrscheinlichkeit
werden die Intervalle der Dämpfungswerte aufgrund vorhander Evidenz dargestellt.
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Abbildung 4: Plausibilität der durchschnittlichen Akzeleranz der Mastspitze (oben) und des
Dämpfers (unten). Für eine gegebene Frequenzlinie (Abszisse) liegt die wahre
durchschnittliche Beschleunigung (Ordinate) in einem Intervall, das durch glei-
chermaßen schattierte Grautöne (Applikate, Masse der Evidenz) begrenzt wird.

4 Schlussfolgerungen

Es wurde eine Methodik zur Quantifizierung polymorpher Unschärfen von mathematischen
oder numerischen Modellen entwickelt und auf eine Fallstudie angewandt. Für den Entwurf
von Schwingungsdämpfern abgespannter Masten unter polymorphen Unschärfen können fol-
gende Schlussfolgerungen gezogen werden. Die individuelle Streuung oder Bandbreite der
Eigenfrequenzen aufgrund der angenommenen epistemischen Unschärfen ist deutlich größer
als ihre natürliche Schwankung aufgrund aleatorischer Unschärfen. Daher kann ein deter-
ministischer Entwurf eines abgestimmten Dämpfers unter bestimmten Umständen nicht zu
einer Erhöhung modaler Dämpfung führen. Doch selbst bei Verstimmung wird die Eigen-
schwingung erster Ordnung noch ausreichend bedämpft. In einer praktischen Anwendung
sollten zusätzliche Anstrengungen unternommen werden, um mehr Wissen zu erlangen und
die epistemische Unschärfe der strukturellen Schwingungseigenschaften vor dem Entwurf
des Dämpfers zu verringern.
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